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Vo r wort. 


Nach langerer Pause, welche durcli meinen tfbergang in ein neues 
Lehramt bedingt wurde, folgt auf das zweite Heft der Theorie des 
Kreisels (erschienen 1898) nunmehr ein drittes Heft. Dasselbe bildet 
nicht, wie es beabsichtigt war, den SchluB des Werkes; es zeigte sich 
namlich, daB sick der Staff auBerordentlich dehnte, sobald das all- 
gemeine mathematische Schema der Theorie, gemaB dem ursprtinglichen 
Plane des Werkes, auf die besonderen Bedingungen des Versuches oder 
auf die mannigfachen Fragestellungen der verschiedenen an der Kreiseh 
theorie interessierien Spezialwissenschaften angewandt wurde. Deshalb 
sind in diesem Hefte von den Anwendungen der Kreiseltheorie nur die- 
jenigen auf Astronomie und Geophysik zur Darstellung gekommen; die 
technischen und physikalischeh Anwendungen verbleiben fiir ein viertes 
(letztes) Heft. 

Wahrend sich der Beginn der vorliegenden Lieferung inhaltlich an 
die vorangehenden Kapitel anlehnt und in einem Nachtrag zu Kap VI 
den auf der Horizontalebene spielenden Kreisel behandelt (durch Nahe- 
rungsrechnungen mit strenger Fehlerabschatzung), geht der Inhalt des 
Kapitels VII wesentlich fiber den Kreis derjenigen Probleme binaus, 
welche in der analytischen Mechanik idealer Mechanismen behandelt zu 
werden pflegen Hier werden die allgemeinen Erfahrungen (iber die 
Wirkung der BeihungvseinMsse dargestellt und im Ansehlusse damn die 
Iteibung im Stiitzpunkte des Kreisels und deren Wirkung, das Auf- 
richten der Kreiselaxe, ausfuhrlich diskutiert. Da einerseits die er~ 
fahrungsmaBigen Grundlagen fiir den Ansatz der Reibungsproblerae 
nicht sehr sicher sind, da andrerseifes die mathematischen Sehwierig- 
keiten bei der strengen Durchfiihrung des Ansatzes sehr groB sein 
wiirden, so wird die Behandlung zum Teil auf graphischem Wege, mit 
Zuhilfenahme von Vernaehlassigungen und Kaherungsmethoden durch- 
gefuhrt, wie solche bereits an friiheren Stellen der Kreiseltheorie wieder- 
holt empfohlen warden. Die Schiirfe dieser Methoden reicht vollig aus, 
sofern man als eigentliches Ziel im Auge behalt: von den in der Wirk- 
lichkeit zu beobachtenden Erscheinungen ein klares qualitatxves und ein 
innerhalb der Fehlergrenze der Beobaehtungen genaues quantitatives 
Bild zu entwerfen. ISTeben der Reibung im Stiitzpunkte werden als 



weitere, die ideale Kreiselbewegung entstellende Ursaehen der Luft- 
widerstand, die Elastizitafc des Kreiselmaterials und der Unterlage be- 
riicksichtigi Hierbei waren sum Teii bereits die Riicksichten auf spatere 
Anwendungen maBgebend, zum Teil sollten diese Unters ueluuigen als 
ein Beispiei zur Mechauik der wirklichen Erscheinungen oder, wie es 
bier gelegentlich ausgedriickt wird, zur irdiscben Mechanik dienen (im 
Gegensatz zur himmliscken Mechanik, in weleher die bier behandelten 
Einflusse meist nicbt in Betracbt kommen, oder zur reinen analytischen 
Mechanik, in weleher solche Einflusse zu Gunsten der Eleganz der 
mathematischen Entwickelung gewohnlich vernachlassigt werden). In 
einem Nachtrag zu diesem Eapitel wird sodann, unier Hinzuziehung 
von Beobachtungsmaterial, die Behandlung des auf der Ebene spielen- 
den Kreisels mit Rxieksieht auf die Reibung erganzt. 

Kapitel VIII behandelt in einem ersten Abschnitt die astronomi- 
schen Anwendungen der Kreiseltheorie, in einem zweiten die geo- 
physikalischen. 

In den klassischen Problemen der Pracession und der durch die 
Mondbewegung erzwungenen Nutation konnten fuglich neue Ergebnisse 
nicbt beigebraebt werden. Der Gegenstand ist von altersher so er- 
sebopfend behandelt worden, daB die vorliegende DarsteRung lediglieb 
darauf hinzuzielen batte, die fur den Nichtfacbmann nicbt immer durch- 
siebtige Darstellungsweise der Astronomen durcb ein anscbaulicberes 
Yerfabren zu ersetzen. Das Mittel bierzu bot eine Metbode von GauB 
zur Storungsrecbnung, welcbe bier nacb verschiedenen Ricbtungen aus- 
gebaut wird. 

Im Gegensatz bierzu sind die in dem geophysikalischen Abschnitt 
untersuchien Problem e zum Teil jungsten Datums. Es h&ndeli sich 
bier namentlieb um die freien Nutationen der Erdaxe, deren Periode 
von Chandler festgestellfc wurde, und weiter um die Erscheinung der Pol- 
sebwankungen iiberbau.pt. Sowohl in der Darstellung des objektiven 
Sachverhaltes wie in der Erklarung desselben diirfte die bier gebotene 
Behandlung entschieclene Portschritte aufweisen. Wegen der grund- 
legenden Wichtigkeit der Frage warden bei der Erklarung der vierzehn- 
monatlicben Chandlerscben Periode aucb die erforderlicben Hilfssatze 
aus der Hydrodynamik und der Elastizitatstheorie aufgenommen und 
aitf vereinfachtem Wege bewiesen. Ferner wurde zur Erklarung der 
jahrlichen Periode der Polschwankungen die Theorie der meteorologi- 
seben Massentransporte entwickelt, wobei sicb abermals die in den 
frtlberen Heften betonte Impulstheorie und die freiere, begrifflicbe Auf- 
fassung der dynamischen Differentialgleicbungen als besonders firuebt- 
bar erwies. Den ScbluB des geopbysikaliscben Abschnittes bildet die 



Anhang zu Kapitel VI 

§ 10. Der auf d©r Horizontal@b©n© spielend© Ejeeisei. 

Als Gegenstiick zur Theorie des Kreisels mit festem Stutzpunkte 
soil die Bewegung des Kreisels mit horizontal beweglichem Stutzpunkte 
anhangsweise behandelt werden, also diejenige Bewegung, an welclie 
Erwachsene und Kinder in erster Linie bei dem Worte „Kreisel- 
bewegung^ denken. Wir beabsichtigen hierbei in analyiischer Hinsicht 
lange nieht so weit zu gehen, wie bei dem yorigen Problems, sondern 
werden zufrieden sein, wenn wir ein klares Bild von dem qualitatiyen 
Charakter der Bewegung eniwerf en konnen, Dies gelingt, mit Urn- 
gehmig aller analytischen Schwierigkeiten, welche sonst auftreten warden, 
wenn wir mit hegremter Gcnauigkeit rechnen^ wie solches im Kap. IV, 
§ 9 empfoMen wurde. Wollen wir die Bewegung nur mit derjenigen 
Scharfe feststellen, wie si© etwa die mit blofsem Ange angestellie 
Beobachtung eines gowohnlichen Kreisel - Spielzeugs , ohne besondere 
Verfeinerung der Beobachtungsmittel und ohne sorgsam© Ausschaitung 
yon Storungsursachen liefert, so konnen wir uns so gar mit einer recht 
geringen Genauigkeit begniigen. Vorn mathematischen Standpunkte 
ist offenbar auch eine grobe Haherung logisch befriedigend, sofern wir 
den bei unserer Reehnung zugelassenen Felder abschdtzen konnen . Auf 
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legem Da- 
gegen wurde es uns, bei Zugrundelegung des soeben genannten Mafs- 
stabes fiir die anzustrebende Genauigkeit, wertios scheinen, durch 
Heranziehung hoherer analytiscber Hulfsmittel den Genauigkeitsgrad 
der Reehnung weiter zu verfeinern. 

Von der den Kreisel tragenden Ebene werden wir yoraussetzen, 
dafs sie voUkommm glatt, also reibungslos sei, da wir auf die Wirkung 
der Reibung im nachsten Kapitel zuriickkommen. Der Gegendruck 
der Ebene, die Reaktion R derselben gegen den Kreisel, ist dann 
senkfecht gegen die Ebene, also yertikal gerichtet. Da der Stfttzpunkt 
0 nicht mehr so sehr wie bei dem fruheren Problem ein geometriseh 
ausgezeichneter Punkt ist, werden wir nicht diesen, sondern den 
mechanisch ausgezeichneten Schwerpunkt 8 zum Bezugspunkte im 



Besprechung der berfthmten Foucanltschen Kreiselversuehe zum Nachweis 
der Erdrotation. Hier kam es eiuerseits darauf an, unnbtige mathema- 
tische Schwierigkeiteu auszuschalten, welche in den aileron Darstellimgen 
der Foucaultschen Versuche einen breiten Raum einnehmen, andererseits 
die stSrenden Einfliisse hervorzukeliren und ikrer GroBenordnung nacb 
abzuschatzen. 

Auf W uns ch meines hochverehrten Lehrers F. Klein habe ich 
schlieBlich darauf hinzuweiBen, dafi ich bei der Abfassung dieses Heftes 
nocb in weit hoherem Grade wie bei den vorangebenden Heften iiber 
den Tub alt der urspriinglichen, von Herrn Klein gehaltenen Universitats 
vorlesung hinausgegangen bin. Die in Kapitel VII gegebenen Aus- 
fabrungen zur Mechanik der storenden Einfliisse waren in jener Vor- 
lesung nur in allgemeinen Umrissen postuliert worden; die bierzu er- 
forderlichen Integrations- und Naherungsmethoden (aucb in clem Nachtrag 
zu Kap. VI) sowie alle Einzelresultate rubren von mir allein her. Was 
die astronomiseben Anwendangen betrifft, so erkannte Hen- Klein die 
Vorz&ge des GauBischen Verfahrens, nach welohem er in jener Vorlesung 
insbesondere das Pracessionsproblem bebandelte; die Anwendung des- 
selben Verfahrens auf das Problem der Nutation en sowie alles Zahlen- 
maBige habe icb dagegen von mir aus binzugefiigt. Von dem Problem 
der Polsebwankungen war in jener Vorlesung tiberhaupt uicht die Rede, 
sodaB die bier gebotenen etwaigen Fortschritte (Kap. VIII § 0 — 8) 
als mein Eigen turn zu betrachten sind. Fur die Auffassnng der Foucault- 
scben Versuche waren die Grundlinien bereits von Herrn Klein vor- 
gezeicbnet. 

Im flbrigen betone ich gem, daB mir das fortgesetzte Interesse, 
welches Herr Klein an der Weiterfiihrung des Werkes genommen hat, 
sowie die m&nclierlei Anregungen, die er mir bei V orbesprechungen 
und bei der Korrektur zukommen lieB, meine eigone Arbeit wesent- 
lich erleichtert haben. Femer habe ich den Herren Schwarzsehild 
und Wieehert zu danken i’ilr viele wertvolle Nachweise und Berieliti- 
gungen zu den astronomiseben und geophysikalischen Gegenstanden. 

Moge das vorliegende Heft nicht nur dem Mathematiker und Physiker 
von Nutzen sein, der die Meehanik ura ihrer selbst willen treibt und an 
der Hand des hier so eingehend ausgefShrten Beispiels zu einem tieferen 
und lebendigeren Verstanduis der Wissenschaft vordringen will, sondem 
moge dieses sowie das folgende Heft auch von den Vertr stern der Astro- 
nomic, der Geophysik und der Technik gem zu Rate gezogeu werden, 
so oft dieselben auf ihrem besonderen Gebiete mit der Theorie der 
Kreiselwi rkungen in Beriihrung kommenl 

Aachen, im Juli 1903. A. Sommerfeld. 



Anhang zu Kapitel YL 

§ 10. Der uixf der Horizontsl©b©iie spielend© Kreisel. 

Ala Gegensiuek sur Tiieori© des Kreisels mit festem Siutzpunkie 
soil die Bewegung des Kreisels mit horizontal beweglichem Stutzpunkte 
anhangsweise behandelt werden, also diejenige Bewegung, an welelxe 
Erwachsene und Kinder in erster Linie bei dem Worte „Kreisel- 
bewegung* 4 denken. Wir beabsiehtigen hierbei in analytischer Hinsicbt 
lange nicht so weit zu gehen, wie bei dem vorigen Probieme, sondern 
werden zufrieden sein, weim wir ein klares Bild von dem qualitativen 
Charakter der Bewegung entwerfen konnen, Dies gelingt, mit Um- 
gehnng aller anaiytischen Schwierigkeiten, welche sonst anftreten wiirden, 
wenn wir mit begrenzter Genauiglceit recbnex^ wie seiches im Kap. IV, 
§ 9 empfoMen wurde. Wollen wir die Bewegnng nnr mit deijenigen 
Scharfe feststellen, wie sie etwa die mit blofsem Auge angestellte 
Beobachtnng eines gcwdhnlichen Kreisel - Spielzeugs , ohne besondere 
Verfeinerung der Beobachtungsmittel und ohne sorgsame Ausschaltung 
von Siorungsursacheii liefert, so konnen wir uns sogar mit einer recht 
geringen Genauigkeit begnugen. Yota mathematischen Standpunkte 
ist offenbar auch eine grobe Naherung logisch befriedigend, sofern wir 
dm bei unserer Bechnung zugelassenen Felder dbschdtzen konnen, Auf 
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legen. Da- 
gegen wurde es uns, bei Zugrundelegung des soeben genannten Mafs- 
s tabes ftir die anzustrebende Genauigkeit, wertlos scheinen, durch 
Heranziehung hoherer analytischer Hulfsmittel den Genauigkeitsgrad 
der Rechnung weiter zu verfeinern. 

Von der den Kreisel tragenden Ebene werden wir voraussetzen, 
dafs sie voUkommm glatt, also reibungslos sei, da wir auf die Wirfamg 
der Reibung im naehsten Kapitel zuriickkommen. Der Gegendruck 
der Ebene, die Reaktion B derselben gegen den Kreisel, ist dann 
senkfecht gegen die Ebene, also vertikaJ gerichtet. Da der Stiitzpunkt 
0 nicht mehr so sehr wie bei dem fruheren Problem ein goometrisch 
ausgezeichneter Punkt ist, werden wir nicht diesen, sondern den 
mechanisch ausgezeichneten Schwerpunkt S zum Bezugspunkte im 
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VI. Anhang. Der auf der Horizontalebene spielende Kreisel. 


Sinne yon Kap. II , § 2 wahlen. Die Yerbindungslinie OS heifst wie 
friiker die Figurenaxe, ilir Winkel gegen die Yertikale (h Die Ent- 
fenmng OS werde mit E , die Gesamtmasse des Kreisels mit M be- 
zeiehnet. Es werde abkurzend P — MgE gesetzt, so dafs P wie 
friiher das Moment der Scbwere um die zur Figurenaxe senkrecht© 
horizontale Axe durch 0 bei horizon taler Lage der Figurenaxe be™ 
deutet. Wir nehmen, worm koine wesentliehe Spezialisierung liegt, 
der Kurze wegen an, dafs das fur den Schwerpunlct konstruierte Trag- 
heitsellipsoid eine Kugel sei; der alien Axen durch S gemeinsame Wert 
des Tragbeitsmomentes heifse A. 

Als aufsere Eraffce kommen, da wir die Reibung yernachlassigen, 
nur die Scbwere Mg und der Gegendruck 12 in Betracbt, dessen 
Grofse sicb aus dem Polgenden ergeben wird. Das Potential der 
Scbwere ist (bis auf eine willkiirliche Konstante) 

(1) Mgz^T cos 

wo z * E cos & die Yertikale Koordinate des Scbwerpnnktes in dem 
in Pigur 68 angedeuteten festen Koordinatensystem ist. Dagegen liefert 
der Gegendxuck R zur potentiellen Energie keinen Beifcrag, da er koine 

Arbeit leistet, sondem senkrecht 
gegen die Bewegung seines An- 
griffspunktes gerichtet ist. Andrer- 
seits liefert die Schwere in unserem 
Bezugspnnkte S kein Drehmoment, 
wahrend der Gegendruck zn einem 
Drebmomente Anlafs giebt, welches 
die ,,Knotenlinie“ zur Axe hat, also 
diejenige Linie, welcbe sowobl auf 
der Yertikalen wie auf der Figuren- 
axe senkrecht stebt. 

Wir fassen wie tiblicb die aufseren Krafte zu einer Einzelkraft 
und einer Drehkraft (Kraftepaar) binsichtlicb des Bezugspunktes S 
zusammen. Nach dem eben Gesagten ist die Einzelkraft hestS/ndig 
vertikal geneJitet und gleich It — Mg, Die Axe der Drehhraft liegt 
dmernd horizontal und senkrecht zur Figurenaxe; der Grofse nach ist 
sie gleich dem Momente von R um S. 

Die wichtigsten Aufscbliisse liber den Verlauf der Bewegung liefert 
tins bier wie liberall unser Impulssatz aus Kap. II, § 5, weleber tins 
in anschaulicher Weise die Sebwerpunkts- und Flacbensatze zusammen- 
fafst. Der Impuls zerlegt sicb bier ebenfalls in zwei Bestandteile, den 
EinzeMmjmls (oder Scbiebestofs) und den Drehimpuls (oder Drehstofs), 




§10. Der auf der Horizont&lebene spielende Kreisel. 
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Di© Komponenten des ersteren Bach, den im Raume festen Koordinaten- 
axen x, y 7 z werden wie frixher mit [X], [Y], [Z] P die Komponenten des 
letzteren mit l, m, n bezeichnet. Wir werden auch die Komponenten 
L y My N des Drehimpulses nach einem im Kreisel festen Koordinaten- 
system notig haben, dessen Anfangspunkt der Schwerpunbt und dessen 
Z- Axe die Figurenaxe ist 

Nach dem angezogenen Impnlssatze ist nun die Anderangsgeschwin- 
digkeit jeder Komponente des Einzelimpulses und des DreMmpuIses 
gleich dem augenblicklichen Werte der entsprechenden Komponente 
der Einzelkraffc und Drehkraft. Aus dem, was wir iiber Richtung 
und Ax© dieser letzteren bemerkten, folgt aber, dafs die Horizontal - 
komponenten des Einzelimpulses und die VertiJcalJcomponente des Dreh- 
impulses wdhrend der Bewegung konstant Ueiben; die mfseren Krafte 
beeinflussen nur die VertiJcalkomponente des Schiebestofses und die Hori - 
zontalkomponmten des Drehstofses. 

In Zeichen heifst dieses 

(2) [Xj == const., [Y] = const., n « const, 

Da nach pag. 102 [Xj, [Y] und [Z] den betreffenden Sehwerpunkts- 
geschwindigkeiten proportional sind ([X] = Mod etc.), so sagen die 
beiden ersten Gleichungen (2) aus, dafs die Horizontalprojektion des 
Schwerpunktes eine gerade Linie mit konstanter Geschwindigkeit durch- 
lauft. Natiirlich steht und fallt dieses Resuliat mit der A nnahme, 
dafs im Stiitzpunkt keine Reibung auftrete. 

Nehmen wir den Impulssatz fur die dritie Komponente des 
Schiebestofses (bez. den entsprechenden Schwerpunktssatz) hinzu, so 
erhalten wir: 

Diese Gleichung konnen wir als Besiimmimgsgleichung der Reactions- 
hr aft auffassen; indem wir fiir [Z] den Wert Mz eintragen, ergiebt sich 

(3) R ~ MJ' + Mg . 

Aufser der Gleichung n «* const, besteht auch hier die Gleichung 

(4) N — * const., 

wie wir aus dem „modifizierten Impulssatze" Eh von pag. 145 schliefsen. 
Nach diesem Satze ist namlich die Juaderungsgeschwindigkeit des Dreh- 
stofses relativ zum Korper nach Ax© und Grofse gleich dem Dreh- 
moment der aufseren Krafte vermehrt urn die resultierende centrifugal© 
Drehkraft (vgL pag. 144). Letztere verschwindet beim Kugelkreisel 
schlechtweg, die Axe des ersteren steht nicht nur auf der Vertikalen, 



516 


71 . Aiihang. Der auf der Horizontalebene spieleade Kreisel. 

sondern auch auf der Figurenaie senkreckt. Infolgedessen ist die 
Jbiderangegesckwindigkeit der Drekstofskomponenie N nack der Figuren- 
axe gleieh Hall und diose Komponent© selbst konstant. 

Endlick nehmen wir nock den Satz der lebendigen Kraft T + F— 4 
hinzu. T setzt sich kier aus zwei Teilen zusammen, aas der ieken- 
digen Kraft der Drekbewegung T 1 'and aus der der fortschreitenden 
Bewegung T a . Die letztere drflckt sick durch die Sckwerpunkts- 
geschwindigkeiten aas und isfc 


Wir fiihren, wie beim Kreisel ait festem Punkte, die Abkiirzung 


(5) cos & = u 

©in und kaben nach Figur 68 

e~Eu, / — Eu'. 


Bedeaken wir nock, dafs die Gesckwindigkeitskomponenten of und y’ 
Konstante sind, so konnen wir die beiden ersten GHieder von T a mit 
der Konatanten 4 vereinigt denken und diese Glieder unterdrtlcken. 
Wir sckreiben daher einfacher 


2 ' 


Die lekendige Kraft der Drekbewegung T x unterscheidet sick in 
nickts von der lebendigen Kraft des Kreisels mit festem Sttttzpunkte. 
Der Ausdruck derselben durck- die Grbfse w = cos # wurde kereits 
pag. 222 entwickelt. Er lautet, fttr den Kugelkreisel spozitdisiert: 





(#«-»)* N*\ 

A\l — «*) A* 


Indem wir nock fiir V den Ausdruck (1) Pu benutzen, sckreiben 
wir die Gleichung der lebendigen Kraft folgendermafsen : 

ll «' . (Nu — n)* . N*\ ,■ M m . „ , x 

Inrsi + + y j + t ’+ “ *■ 


( 6 ) 


Da nacb (2) und (4) n und N Konstante sind, liefert uns die 
vorstekende Gleickung eine Beziekung zwisehen u und u bez. zwischen 
u und t, aus welcher die weckseluden Weigungen der Figurenaxe gegen 
die Vertikale ala Funktion der Zeit entnommen werden konnen. Wir 
rechnen, indem wir anf gleichen Nenner bringen, zunackst «'* aus und 
erkalten «'*=» U, mit Einfiihrung der Abkiirzung U 
n \ TT 2Ah(l — u*) ~ gjp«(l — «*) -f 2»iF« — 

U " = ‘ 7 + «*) 1 \ 


a = MW bedeutet dabei das Tragkeitsmoment der im Schwerpunkte 
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konzentriert gedaebten Gesarntmasse M urn eine zur Figurenaxe senk- 
recbte Gerade durcb 0. Es folgt nun: 


( 8 ) 


du 

It 


YW Oder di = 

Vrr 



Wir wollen sogleieh eine entsprechende Darstellung fiir den Wintel 
i? geben, den die Knotenlinie des Kreisels mit einer beliebigen fesfcen 
borizontalen Geraden bildet. (Den dritten Eulerscben Winkel 9 werden 
wir im Folgenden nicht explizit notig haben.) ip bestimmt sich naeh 
pag. 222 Gieichung (4) ans: 


d'tb n — N cos # 


erhalten: 

( 8 ') 


I« 

A sin* # 9 

cos 

= u setzen, ; 


n — Nu 

dt ~ 

' A(l — u*) 

r dt nacb Gl. ( 8 ) d 

- r. 

n — Nu du 


A(i — «*) yc 


Die ill den Gleichungen ( 8 ) und ( 8 ') gegebene Integraldarstellung der 
Bewegung, die scbon yon Poisson*) herrflhrt, vergleichen wir zunachst 
mit der entsprecbenden Darstellung, die friiher (pag. 223) fur den 
Kreisel mit festem Punkte entwickelt wurde. Es zeigt sick dabej 
einerseits eine grofse Analogie der Formeln, wir bemerken aber andrer- 
aeitg, dais der Ausdruck yon U jetzt etwas komplizierter ist wie fruber. 

Wabrend der friibere Ausdruck U drei Nullstellen und eine Un- 
endlicbkeitsstelle besafs, bat unser jetziges U drei Nullstellen (die- 
jenigen Werte yon u, filr die der Zabler yerscbwindet) und drei Un- 
endlicbkeitsstellen (namlicb den Wert u = oc und die Werte, far die 
der Nenner yerschwindet). 

Aus der Analogie der jetzigen und der fruberen Formeln folgt 
unmittelb&r, dafa ein Teil unserer frfiberen Resnltate ungeandert be- 
stehen bleibt. So konnen wir z. B. den Beweis ftir die „Periodizitats- 
eigenscbaften der Bewegung", von denen frMhev die Rede war, auf den 
vorliegenden Fall unmittelbar ubertragen, indem wir die Schlilsse yon 
Kap. IV, § 4 wortlich wiederbolen. Es andert sick also t und $ je 
urn einen bestimmten Zuwacbs, namlicb um eine sog. „Periode“, wah- 


*) Vgl. Poisson, Traits de M^canique II, Nr. 434 ff. 
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rend die Integrationsvariable u zwischen denjenigen beiden Wurzel- 
werten e Q und von U bin-* nnd hergefuhrt wird, die im Intervalle 
— 1 nnd + 1 liegen. 

Diese Periodizitat tritfc besonders deutlicb in der Bahnkurve her- 
vor, die der Stutzpunkt auf der tragenden Horizontalebene beschreibt 
nnd die jetzt passend an die Stelle der in Kap. IV beirachteten Bairn- 
kurven tritt. Wir konnen olrne Beeinirachiigung der Allgemeinheif 
annehmen, dafs die Projektion S' des Schwerpunktes S auf die Hori- 
zontalebene festliegt, dafs also die borizontale konstante Schwerpunkts- 
geschwindigkeit im besonderen den Wert Null bat. (Im anderen Palle 
braucbten wir in der Horizontalebene nur statt eines fesien ein mit 
der korizontalen Schwerpunktsgeschwindigkeit gleichformig fortsehrei- 
tendes Axenkreuz zu Grunde zu legen; die im folgenden zn zeicbnend© 
Figur wiirde dabei in Richtung dieser Gesckwindigkeit in leicht ar~ 
sicbtlicber Weise auseinandergezogen werden.) IJnter dieser Annabme 
wandert der Schwerpunkt auf der festen im Punkte S' errichteten 
Yertikalen auf nnd ab und die Babnknrve ziebt sich zwischen «wei 
konzentrischen, um den Punkt S' beschriebenen Kreisen bin und her, 
die den beiden Neigungen cos O « e 0 und cos O = e x der Figurenaxe 
entsprecben. Aus den genannten Periodizitatseigensehaften folgt dann, 
dafs die aufeinander folgenden B5gen der Babnknrve zwischen den 
beiden Kreisen e 0 und e x wechselweise symmetrisch und kongruent 
verlaufen. Zur qualitativen Yeranschaulichung der Bahnkurve konnen 
direkt die fruheren Figuren aus Kap. IV, § 1 und 2 in smngemafeer 
Modifikation dienen; far einen besonderen und besonders wichtxgen 
Fall werden wir die Bahnkurve im Folgenden genauer berechnen nnd 
die soeben angedeuteten tfberlegungen im Einzelnen durchfiihren. 

Andererseits wiirde die verschiedene Bauart unseres If im jetzigen 
und friiheren Falls auch mancbe Unterschiede in der weiteren analy- 
tischen Behandlung mit sich bringen. Man bezeichnet die Integrale 
in (8) und (8'), da sie um einen Grad komplizierter sind wie die 
fruheren elliptischen Integrale, als hyperelliptische . Der Unterschied 
beider zeigt sich besonders im komplexen Gebiete, wenn wir versuchen 
wollten, nnsere Grofsen u und tp als Funktionen der Zeit fiir alle 
(auch die komplexen) Werte von t darzustellen*). Es ist aber nicht 
unsere Absicht, auf die hierbei auftretenden Schwierigkeiten irgendwie 

*) w und ip sind im Komplexen nicht mehr eindeutige Funktionen von t, 
wohl aber lassen sich, wie man in der Theorie der sog. autoxnorphen Funktionen 
zeigt, u, und t fifr den j^anzen komplexen Wertebereich durch eine Hulfs- 
variable eindeutig darstellen. Vgl. hierzu F. Klein: The mathematical theory 
of the Top Princeton Lectures. New York. 1897, insbea. den letzten Abschnitt. 
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einzugehen. Fiir die numerische Beherrschung der Kreiselbewegung 
im Reellen, die doch allein unser Zweck sein kann, wiirde bei dem 
gegenwartigen Stande der Theorie auf diesem Wege niehts gewoxmen 
werden. Eher wiirde sich hierfiir ein Yerfahren empfehlen, welches 
Weiersirafs*) in allgemeinen Ziigen fiir alle ahnlichen Probleme 
entworfen hat und welches darauf abzielt, u als Funktion von t durch 
eine trigonometrische Reihe mit beliebiger Grenauigkeit zu berechnen. 
Indessen konnen wir auch von den hierdurch bedingten, immerhin 
ziemlieh umstandlichen Rechnungen absehen ; da wir uns ? wie oben 
begriindet wurde^ mit einer geringen Grenauigkeit begnugen werden. 

Speziell werden wir uns fiir das Analogon der fruher behandelten 
pseudoregularen Prdcession interessieren, weil diese durch die gewohn- 
lichen Antriebsvorrichtungen in der Regel realisiert wird. Wir wollen 
also voraussetzen, dafs der Eigenimpuls N „sehr grofs sei“ Dies soil 
(■vgl. pag. 293) bedeuten, dafs das Quadrat von N grofs sei gegeniiber 
der gleichbenannten Grofse AP. Z. B. konnen wir voraussetzen: 

jy*> ioo ap. 

Femer wollen wir etwa annehmen, dafs der Kreisel zu Beginn der 
Bewegung (t = t Q ) keinen seitlichen Anstofs bekommen hatte, dafs also 
seine Anfangsbewegung aus einer reinen Rotation um die Figurenaxe 
bestand. Daun liegt der anfangliche Drehimpuls in Richtung der 
Figurenaxe und ist mit N zu bezeichnen. 1st die anfangliche Neigung 
der Figurenaxe gegen die Yertikale und setzt man cos xf 0 = e 0 , so 
wird die Projektion des Drehimpulses auf die Yertikale 

(9) n~Ne 0 . 

Ueberdies erkennt man ? dafs fiir t = t 0 notwendig u = 0 sein mufs. 
Derm die Figurenaxe ist nach Yoraussetzung zu Beginn Rotationsaxe, 
kann also ihre Lage im Raume moxnentan nicht andern. Aus u = 0 
folgt nach GrL (8) Z7= 0 ; d. h. 

2Ah(l ~ e 0 *) - 2APe 0 (l -~e 0 s ) + 2nNe 0 = 0. 

Hieraus entnehmen wir den fiir unsere Bewegung giiltigen Wert von 
hj indem wir n nach (9) durch N ausdriicken, namlieh 

(10) 2 Ah === 2APe 0 + IV 2 . 

Wir wollen zunachsi U in seine Linearfaktoren spalten. Im Zahler 
von V mufs sich der Faktor e Q — u herausziehen lassen, da ja U fiir 


*) Uber eine Oattung reell periodisclier Funktionen. Monateberichte der 
Berliner Akademie 1866, pag. 97. 
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u «« e 0 verschwindei. In der That ergiebt sich aus (7) mit Rflcksicht 
auf (9) und (10): 

TT (e c — u) (2iP(l — u*) — F(e 0 -«)) 

V 11 ' A* + ~4a{l-u*) 


Die weiteren Yerschwiudungsstelien des Zahlers und Nenners mcgen. 

e% hez. ± e heifsen. Indem man den Nenner gleich Null seizt, 
findet man: 


(12). 


e»= 1 + 


a » 


ferner ergiebt sicb dureh Nullsetsen des Zahlers und Aufiosung einer 
quadratischen Gleichung: 


(13) 


^ ~ 41PV 


-yi^p+ 


1 6 A*P S 


N* 


% 


4 IP 


(i+yr 


8 APe n , 16 A*P* 


N* 




). 

5- 


|e 0 | ist der geometrischen Bedeutung naeh <1, |e| nacH Gl. (12) >1. 
Da wir AP:N i als kleine Zabl voraussetzen, konnen wir, am die 
Grofsenordnung von gj und e s festzustellen, die Quadratwurzel in (13) 
naoh dieser Grofse entwickeln und erkalten: 


(14) 


ei~e 0 --gf (l-e 0 >) + ... 

N* . 
e * “ ZAP ** 


Es • ist also ^ wenig kleiner wie e 0 , e, sehr grofo. Die gegenseitige 
Lage der ffinf Stellen e 1} e a , ± e wird durch Fig. 62 veranschaulicht. 

» 1 ‘~T*r — r — > 

~e +e € * 

^ig. $9, 

Durcb seine Linearfaktoren dargestellt, nimmt daher U die Form an: 



gjp 

der Faktor — berechnei sich daraus, dafs sich U naeh der fHiheiten 

tyjh 

DarsteUung (11) fflr u *=® oo wie — u yerhalten mufs. 

Betrachfcen wir nun das Integral (8). In diesem mufa u not- 
wendig zwisehen den Grenzen — 1 und -f 1 liegen und dt reel! und 
positiv sain. Beginnen wir also die Integration, mit dem Autauga- 
werte u *» e Q} so muXs u zunach&t abnehmen bis damn zuaehmen. 
bis e$ u, s. £, da einer Unterschreitung von oder einer tJberschreitaag * 
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you e 0 ein imaginarer Wert you dt entsprecken wiirde. (Damit dt 
positiv ausfallt, ist es nur noiig, das imbestinmite Yorzeicken you 
yW bei jeder TTxnkekr der Integrationsrichtung ebenfalls umzukekren.) 
Die IntegrationsY&riable u ist also auf das enge Gebiet zwiscken e 0 
und e x eingeschrankt. Wir scMiefseu daraus, d&fs sick der Fakior 
e $ — u wahrend der Integration nur sehr wenig andert, da sein Maximum 
und sein Minimum e % — e 0 sowoM wegen der Grofse you e % 
wie wegen der Kieinheit you e 0 —e t nahe zusammenfallen* Wir konnten 
dm Memack annakernd konstant setzen, etwa gleick 

c s ~M 0 , wo m c = 5l±A. 

Kack (8) und (15) ist nun die genane Zeit gegeben durch: 


wenn. i 6 den der Anfongslage u = e 0 enisprechenden Zeitpunkt be- 
zeichnei Wir ffihren daneben eine angmdherte Zeitbestimmung ein, 
indem wir e^ — u durcb den angegebenen Naherungswert e % — % er- 
seteen, sckreiben also: 


( 16 ) 


•'-4-VS 


a p («,—*») 




«c 

Dies® beiden Zeitan stehen } wie man leicht einsiehfc, in der Beziehong 
zu einander, dafs atets 


(17) (*' - <t~to< (#'- <o) ]/f=5 ’ 


Haben wir also den angenakerten Wert der Zeit bestimmi, ®o ist 
damit der watre Wert innerbalb sebr engar Gtrenzen bekannt Um diese 
Qrenzen nock nater festsusetzen, schreiben wir nack (14): 




-1 






He* 
A*P* 
K* 


(1-V), 


VI 


% — e 0 


(!_>&+,..) (l + il + ...) 
e ±~h. 4 * • 


2«, 


14 


4% 


l + TF-O-O* 


Wenn z. B. ? wie wir pag. 519 voraussetzten, IP > 100 J.P ist, so weichen 
diese Grd&en von der Einhaii um weniger als ft) -4 naeh der einen 
oder anaeren Seite bin ab und unsere angenaherfce Zeitbestimmung 
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uniersckeidet sich von der wahren uid weniger als %. Fiir prak- 

tisclie Zweeke diirfte diese Abweickung iiberhaupt nicht in Betracht 
kommen. 

Durck die Einfiikrung unserer angenaherien Zeit ist aber das Pro- 
blem ans dem Grebiete der kyperelliptiseken in das der eiliptischeu In- 
tegrale verlegt. Wir koimten auf das Integral (16) die fruheren Me- 
tboden unmittelbar anwenden unci u als elliptische Funktion der an- 
gendherten Zeii i' darsiellm. Die erforderlicke Feklerabsckatzung lafst 
sick alsdann aus der Ungleickung (17) entnehmen. Wir wollen aber 
nock einen Sckritt weiter gehen tmd die Berecknung auf clementare 
Punktionen zuruckfuhren. Bemerken wir zu dem Zweck ; dafs sick anek 
der Paktor e 2 —u 2 wegen der Kleinheit des Integrationsinterralles e 0 —e t 
nur wenig andert und nakerimgsweise gleick 

e 9 — V 


gesetzt werden kann. Dementspreckend fuhren wir eine zweite ge~ 
naherte Zeitbestimmung ein ; indem wir sckreiben: 


(18) 


t" _t _ 1 / a ( e ‘ — V) f 

0 V 2P(e, m 0 ) J 

e 0 


Zwiscken t und f besteht dann die ITngleichung: 


(19) 


(r- 



e 1 e* 







Die Grenzen, die kiemach dem wahren Zeitwerte gezogen sind ; sind 
nickt mekr so enge wie Yorker. Man berechnet namlich nach (14); 


VSH 1 


JLS * 

2 


*- + ■ 


•)(! + 


- 1 __ ( g o — e i) e 0 


2 6* 


% e* ^ ) 

1 A P <? 0 ( 1 • 

1 N* ( 


j 

~ e o*) J 


2e* 




1 + 


( e O g l) ^0 

2 e* 


+ 


. . AP e 0 (l- 
+ ~N* ~ t 


-V) 


+ 
AP 


Diese Faktoren weichen also immer noch tun weniger als — 10~ 2 von 
der Einheit ab; da die in (19) anfserdem noch. hinzutretenden Faktoren 

y^yf yyy you hoherer Ordnung gleick 1 waren, so ist 

damit auch die Abweichung der wahren Zeit f you der angenakerten 
Zeit t" festgestellt. Diese Abweickung betragt weniger als 1% der 
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wahren Z ©it, ist also nicht mehr so klein, wie vorher, aber fur unsere 
Zwecke klein genug* 

Das Integral (18) fiilirt auf cyklometrlsche Funktionen. Der Be- 
quemlichkeit wegen fubren wir die Abkurzungen £, v, co ein, indem 
wir setzen: 

ft) —— A JP ov . 

« = - 5 -g- l = +•••» V = U-U 0 , 

m = % 

dann wird 

du C dv v % 

Y[e~^u)(u-e,.) J Ye*-v* * 2 > 

e 0 9 

also 

(21) t" -t 0 =*~ (arc sin Y - y) • 

m bedeutet dabei die naherungs weise berechnete Zeit ; wahrend welcber 
u das Integrationsintervall von e 0 bis e t oder v das entsprechende Ge~ 
biet von + a bis — a eimnal durchlaufi Wir nennen co die ;; halbe 
Peri ode der Kreiselbewegung“. Sie ist gleich derjenigen Zeit, wahrend 
■welcber die Figurenaxe aus der einen aufeersten Neigung e 0 in die andere 
aufserste Neigung e x oder aus der mittleren Neigung u 0 in eben diese 
ISTeigung auf kiirzestem Wege zuriickkehrt. Nach der Zeit 2o wieder- 
bolen sicb die Neigungen der Figurenaxe periodiscb. Der nocb un- 
bestimmt gelassene Zeitpunkt t Q moge der Bequemlicbkeit balber gleich 

y genommen werden, der Nullpunkt der Zeit t" also mit der mittleren 

Neigung der Figurenaxe (v «* 0 oder u = w 0 ) zusammenfallen. Gleichung 

(21) gebt dann iiber in: 

(22) t" = — arc sin — * 

v y we 

Es liegt auf der Hand ? dafs wir diese Beziehung lieber „um- 
kehren“ und in der folgenden Form scbreiben werden: 

(23) d = a sin oder u = + a sin 

Damit sind die wecbselnden Neigungea der Figurenaxe in exploiter 
Weise dls Funktion der angendhertm Zeit t" beschriebem Dm den bei 
dieser Berecbnung zugelassenen Febler abzuschatzen, d. b. urn den Wert 
von u f der zu der wabren Zeit t gehort, in Grenzen einzuscbliefsen, 
branches wir nnr die Dngleichung (19) in gewisser Weise ebenfalls 
umzukehren. Diese Dngleichung sagt uns, wieweit die wahren und 
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angenaherten Zeiten, die ku gleiehem u gehoren, hochstens von ein- 
ander abweichen. Wir konnen sie auch so schreiben: 



— e* 

— c s 



(t - t 0 ) < t" ~ t e 



(t-Q- 


Der wabre Wert von u, d. h. der Wert von u zur Zeit t, mufs hier- 
nacb gleich einem derjcnigen Werte sein, welche sicb nacb Formel (23) 
fur das voretehend bezeichnete Interval! der angenaherten Zeit bestimmen. 
Da (von der Umgebung der Integrationsgrenzen e 0 und e t abgesehen) 
« mit wachsendem t bestandig wachst oder bestandig abnimmt, so 
konnen wir aucb sagen: Der wahre Wert von u ist zwischen denjenigm 
Werten enthaUen } welche sich filr die angenahertm Zeitpwnkte 


(24) 


ttnd 

to) 


i A» — 
r e t -u, 


=**=£{*- 

'0 & 


nach Gleichung (23) berechnm. Die geWiinschte Fehlerabschatzung ist 
damit geleistet. 

In entspreehender Weise verfahren wir mit dem Winkel f in 
<31. (S'). Setzen wir f&r n und U die Werte aus (9) und (15) ein, so 
ergiebt sich zunachst 




■ du. 


(e 0 — u) (« — ej 

Wir konnten auch hier wieder ein angenahertes Azimuth t' einfiihreiij, 
welches sich durch ein eUiptisches Integral berechnen la&t, indent 
wir den Faktor e s — u ersetzen durch e$ — u 0 . Indessen gehen wir lieber 
gleich einen Sehritt waiter und schreiben: 

N 


1 -i / a e’ — «„* f 

-V V 2P J x 


(«e — m) du 


(26) T A y y$r^)j u ~ e y 

sodafs sich die weitere Rechnung ira trigonometrischen Gebiete abspielt. 
Wir suhstituieren als Integrationsvariable die angenaherte Zeit t"\ nach 
GHL (18) und (23) hahen wir 

du 


dt'‘ 


V 2 P e, 


— 


m- 


***** 

■ « 0 + « sin 


' U **■ 6 


und daher 
(27) 


u) («• 

A 


■h) 


sin 


xt" 


lL) 

« / 


= -**•-£) if 
N 


A 1- 


£ <0 i% , v . %t \ 
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Die Integrationskonstante wurde bierbei bo gewahlt, dafs ip rf Ter- 
sebwindet fur t" =* t 0 *» e>/2. Wiederum ist der angendherte Wert von 
ip als exfMzite Funktion der angmdherten Zeit t" dargesteUt 

Zwiscben dem wabren Azimuth ip nod dem genaberten ip rf bestebt, 
wie der Vergleicb von (26) und (25) ergiebt, die Beziehung 


(28) 


idT_V l A 8 "V **~-~v* 
l-~e L * V e* — u^e t — e x 


if>"<il>< 


* — V l A' — h * 

i — e 0 2 K e* — u 0 * e % — e 0 ™ * 


Da beide Faktoren, mit denen multipliziert ist, wenig you I ver~ 
schieden sind, ist hierdurch der wabre Wert von if) mit Hiilfe des an- 
genaberten in enge Grenzen eingeschlossen. 

Durcb ip and it lassen sicb die iibrigen auf die Kreiselbewegung be* 
ziiglicben Grofsen darstellen. Besonders werden wir uns fiir die Sahrtr 
Jcurve des Stuigpunktes in der tragenden Horizoxitalebene inheres sier on, 
weil diese bei der Bewegung in erster Linie ins Auge fallt uni sicb 
aucb experimentell bequem aufzeicbnen lafst (vgl, da& folg. Kap. § 10). 
In der Hcrizontalebene breiten wir uns eine komplexe Variable | aus ; 
sodafs der Nnllpuokt derselben mit dein Punkt S' zusammenfallt. Den 
wechselnden Lagen des Stuizpunktes 0 entspricht dann eine Folge Ton 
g-Werten und die Babnkurre sowie das Zeitmafs, in dem sie Ton dem 
Stiitzpunkt durcblaufen wird ; sind rollstandig bekannt, wenn wir diese 
l-Werte als Funktion der Zeit in der Form § « f it) dargestellt baben. 

Zunacbst ist der absolute Betrag yon | nacb Fig. 68 leichi anzu- 
geben; es ist namlicb 

(29) || [ - OS' - E sin # 


Sodann ist der Winkel des Strahies OS' (der Projektion der Figuren- 
axe auf die Horizontalebene) gegen einen bebebigen festen Strahl dieser 
Ebene bis auf eine Konsiante gleicb dem Winkel ip f den die Enoten* 
linie gegen eine beliebige feste horizon tale Gerade bildet. 

Die Gleicbung der Baimkurre scbreibt sicb daber in der folgenden 
Form; 

(so) i 

wobei die Berechnung you u und ip nacb GL (23) und (27), die FeMer- 
bestimmung nacb Ungleichung (24) und (28) zu erfolgen bat. 

Wir warden den Gang der Recbnung sogleicb an einsm Zablen- 
beispiel erlantern. Vorber wird es gut soin, urn den Cbarakter der 
Babnkurre zu Yeranscbaulicben, weniger genau zu yerfabren. Wir wollen 
einnml den Untersehied zwiscben wabrer und genaberter Zeitbestimmung 
Temaeblassigen nnd aucb sonst einige V ereinfaehungen eintrefeen lassen, 
die sicb durcb Entwicklung nacb der als klein rorausgesetzten Grdfse 

Klain-Sommerfeld, Kreiaelfeewegung. Ill, Aufi. 34 
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£ = (1 — <%*) 4 (1 — «0 8 ) "I 

ergeben. Wir sckreiben in dem. Sinne: 

U = tt 0 + £ sin -J, ]/i — M s = yi — M 0 8 (l - r=V s sia y) 

-yi- V(i - sin v)> * = w (* - # ° + £ 008 y) • 

Hiernach wird die Yereinfachie Gleicbnng der Bahukurve 

*P / , flfA 

„ /, 5 a, .4Pm 0 . *t\ * V * * ’ “/ 

(31) | - P]/l - « 0 a (1 - «n — ) e 

Dieselbe legt folgende Beutung nake: Im Mittel bewegt sich de r Stutz- 
punkt tun den festen Punkt S' auf einemKreise vom Radius E yl — u 0 * 

p 

mit der bonstanten Winkelgeschwindigkeit herum. Dieeer Teil der 

Bewegnng wird als ebie regular© Prazession der Figurenaxe zu be- 
zeichnen sein. Ihr tiberlagert sich eine Schwankung oder Nutation der 
Figurenaxe you der Period© yermoge deren sowohl Gbrofse als 
Richtung des Fahrstrahls S'O periodisch abgeandert wird. Zeitdauer 
und Betrag der Nutation sind gering, desgl. im aUgemeinen die Winkel- 
geschwindigkeit der Prazession. Die Bahnkurve des Stutzpunktes be- 
steht daher aus einem Kreise mit mhlreichm auf ihm aufsitzenden Zacken; 
sowohl wegen ihrer Kleinheit wie wegen der Schnelligkeit, mit der sie 
durchlaufen werden ? entziehen sich die Nutationen der groben Beobachtung 
mid die Bewegung erscheint in erster Linie als eine reguldre Prazession . 
Sie hat ganz denselben Charakter wie die friihere pseudoregulare Pra- 
zession des Kreisels mit festem Sttitzpimkte und stimmt mit dieser 

p 

auch in der Qrofse der Prazessionsgeschwindigkeit uberein. 

Wir kommen nun zur genauen Burchfiihrung ernes Zahlenbeispiels. 
Unser Kreisel sei ein homogener Rotationskegel you der Hohe & = 8cm, 

s 

sein Schwerpunkt S liegt in der Entfemnng E — -j h = 6 cm yon seiner 

Spitze 0. Soli das fur den Schwerpunkt konstruierte Tragheitsellip- 
soid eine Kugel sein, so mufs der Radius des Gtrundkreises r gleich 
der halben Hohe sein. Man findet namlich unschwer fvir die Tragheits- 
momente C, A it A um die Figurenaxe, bezw. um eine zur Figurenaxe 
senkrechte Axe durch 0, bezw. um eine ebensolche Axe durch S: 
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wo M die gesamte Masse des Ereisels ist. Durck Grleieksetzen der 
Werte yon A und C ergiebt sick in der That 


Mitkin wird 


a ■■ 


30 ’ e 


1,133. 


Die anfanglicke Rotation, welcke mn die Figurenaxe erfolgen sollte, 
moge die Dmdrekungszakl 20 pro Seknnde besitzen^ sodafs die Winkel- 
gesckwindigkeit 2# • 20 betragt. Es ist da nn 

N* - 4rc 2 • 400 • A 2 

und 

JV 8 _ 4*r* 4:0-48 M __ 4or 2 40*48 _ -j c> qijq 
MgE ~~ 981 , 0-6 ~~ 

Wir kaken also dieses Yerkaltnis erkeblick kleiner gewaklt, als es yor- 
lier vorausgesetzt wnrde ; weil sonst die zn zeicknende Pigur gar zti 
wenig charakteristisck ansfallen wiirde und die Babnknrve von einetn 
Kreise kaum zn untersckeiden ware. Der Grad der Annakerung, der 
sick ja wesentlick durck die Grofse dieses Verk'altnisses bestimmt, wird 
dementspreckend im folgenden etwas weniger giinstig ausfallen, wie 
bei der allgemeinen Betrachtimg. Dies sckadet indessen nickts, da uns 
an dieser Stelle nickt die Kleinkeit des Pehlers eondem seine Ab- 
ack atzung in erster Linie interessiert. In der Anfangslage (znr Zeit t 0 ) 
moge die Figurenaxe den Winkel 45° gegen die Yertikale bilden, Es 
ist dairn 

« o-Vt" 0,707. 

Die GtroJsen ^ and e % ergeben sicb durcb Nullsetzen des Zahlers ron 
U, also nacb (11) durcb Auflosen der quadratischen Gleicbung: 

2AP( l-u*)~N 2 (e 0 -u). 

Setzt man die angegebenen Zablenwerte fiir -jp un< l e o ein> so erbftlt 


«* - 6,439 « - - 3,552, 
Es wird daber 


■ 0,609, 


5,830. 


0,049, w 0 


*o 4- e i 
2 


0,658, m 0 s == 0,433, 


= * = 6,38 • 10- 

V 2 P («,-«,) ' 


see. 
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unci 


N b 
A 1 — u 0 s 


- = 0 , 220 . 

TC ; 


Wir berechnen nock. die folgenden Faktoren, welclie nach (24) und 
(28) fur die Fehlerab s cliatzung wesentlick sind: 



— e 0 e 2 ~~ V 

— u Q e % — e t s 


= 1 — 4,6 • 10 ~ 2 , 



— e i e 2 

— u 0 e* 



1 + 5,7 * 10 ~ 3 , 


1 — w 0 2 l /e * — g 0 ~ a eg — u 0 

~e? V e 9 — V *s — 


1— V i /e a — ^ 

1 — c 0 2 f e 2 — M 0 2 eJ g — 


== 1 - 1,6 * 10- 1 , 
- 1 + 1,9 • 10 - 1 . 


Nun bcsfcimmen wir die Babnkurve und zwar beispielsweise dasjenige 
Stack derselben, welches von der Anfangszeit t = t 0 =- bis zur Zeit 
£ = = — durchlaufen wird. Zwischen diese beiden Zeitpunkte schalten 

wir noch funf aquidistante Zeiten t i7 t 2y t s , t iy t 5 ein. Die Lange eines 
zwischen ihnen enthaltenen Zeitintervalles beiragt dann Diesen 

„wahren“ Zeitpunkten ordnen wir nach Ql. (24) je zwei „angenakerte rt 
Zeitpunkte zu. 

Z* B. gehoren zu t t die beiden Werte 


t" - * - (1 - 4,6 . 10- 3 ) i und t" - * 0 - (1 + 5,7 - 10~ 2 ) -J- 

t** t" 

Bilden wir libber das Produbt , welcbes in unsern Formeln als 

00 f 

Argument der trigonometrischen Funktionen vorkommt, und driieken 
dieses in Gradmafs aus, so ergiebt sich 

~ - | + (1 - 4,6 • 10-*) -J- = 90° + 28° 37' 

bezw. 

~ - ~ + (1 + 5,7 • 10-*) | - 90° + 31° 43'. 

Nach Gl. (23) gehoren zu diesen beiden genaherten Zeiten die folgen- 
den beiden u -Werte: 

u - 0,658 + 0,049 cos (28® 37') - 0,701 

bezw. 

u - 0,658 + 0,049 cos (31° 43') = 0,699. 

Mithin kann der wahre Wert t on ( m zur Zeit ^ gleichgesetzt werden 
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unter & (ebenso wie unten unter & r . . .) emeu unbekannten echten 
Bruch verstauden. 

Aus den Grenzen fur u ergeben sich entsprechende Grenzen fur 
die Lange des Vektors S f O — E j/l — u 2 . Bracken wir letztere in mm 
aus, so findeu wir dafiir die beiden aufsersten Werte 42,78 und 42,90 mm, 
Wir schreiben daher fur t^f ± : E ]/l — v? = 42,84 ± * 0,06 mm. 

Es handelt sich sodarm nm die Richtung des Vektors S'O zur 
Zeit t u also um den Winkel Wir berechnen zunachst die Ifaherungs- 
werte ip" 9 welche nach GL (27) zu den oben angegebenen Grenzwerten 
Ton t" gehoren, namlich fur 

= 90° + 28° 37; ijj" = 0,220 (28° 37' - ~ sin 28° 37') = 15' 
~ = 90° -f 31° 43', t" = 0,220 (31° 43' -—-sin 31° 43') = 21'. 


Der ersie dieser Werte entsprichi der Neigung u = 0,701 der Figuren- 
axe 5 die Unsicherheit desselben folgt aus der UngL (28), welche besagt, 
dafs fur den wahxen Wert Ton ip bei eben jener Neigung gilt: 


oder 


(1 - 1,6 - IQ- 1 ) 15' < ip < (1 + 1,9 • 10- 1 ) 15' 
13' < xp < 18'. 


Ebenso ergiebt sich fiir den wahren Wert Ton ip bei der Neigung 
u = 0,699 der Figurenaxe aus (28): 

(1 - 1 , 6 . 10 - 1 ) 21 ' < 1 < (1 + 1,9 • 10 - 1 ) 21' 

d ‘ L . 18' < * < 25'. 

Da zur Zeit t = t u wie wir sahen, die ftrofse u jedenfalls zwischen 
u =* 0,701 und 0,609 liegt, mufs der Winkel ip jedenfalls zwischen 13' 
und 25' enthalten sein. Wir schreiben daher ftir 

^ = 19' ± 4K' • 6 '. 


In derselben Weise sind die Grofsen u, E ]/l — w 2 , ip fdr die Zeit- 
punkte t = t 2f ... zu bestimmen. (Fiir den Anfangswert t=*t Q er- 
giebt sich offenhar und zwar genau u = 0,707, JE']/l — u 2 =42,43 mm, 

ip — 0.) Das Resultat der Rechnung entbalt die Tabelle ron pag. 530: 
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Auf Grand dieser Zahlen ist Fig. 70 gezeichnet Sie zeigfc, wie 
sicli die BaFnkurve zwiscFen den Feiden Begrenzungskreisen yom Radius 

jjjyt — e Q 2 =* 42,4 mm and ~E ]/l = 47,6 mm Fin- und FerzieFi 
Den grofseren der beiden Kreise tangiert sie, auf dem kleineren sitzt 
sie mit Spifczen auf. Dais wir mit begrenzter Genauigkeit recFneten, 
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kommt darin zum Ausdruck, dafs die Baimkmrre nickt als mathema- 
tiscke Linie sondem als Streifen von weckselnder Breite ersckeini, 
feraer darin, dafs den Zeitpxmkten kein bestimmter Punkt der Linie, 
sondem eirt gewisser Bereick des Streifens entsprickt, der in der Figur 
kenntlieli gemackt ist Dieser Bereick wird tun so grofser, die Sicker- 
keit nnserer Reckntmg also tun so germger, j© weiter wir mm von der 
Anfangszeit t — t Q entfernen. Die Zeiipuakie i_ lf . . . geken der 
Anfangszeit t 0 in demselben Abstande Yorker, wie die Zeitpnnkte 
t lf . ikr folgen. Die Baknkurve fiir £ < ergiebt sick aus der fiir 
t > einfack dnrck Spiegelung an dem Str&hle ^ = 0. 

Man wird beim Anblick nnserer Fignr zugeben, dafs unsere an- 
genakerte Berecknnng kinsicktliek der Gestalt der Balmknrve alien An- 
sprQcken geniigt, die man vom naturwissensekaftlicken Standpimkte aus 
an die Losung der vorliegenden Anfgabe stellen kaxm; kinsicktliek des 
Zeitmafses , in dem nnsere Baknkurve durcklaufen wird, kann man 
zweifelkaft sein, ob nnsere Annaherung befriedigt, da %. B. fiir t= £+5 
der Bereick, innerkalb dessen die Lage des Stiikpimktes unsicker ist, 
etwas grofs wird. Indessen konnen wir geltend maeken, dafe in dieses* 
Hinsickt die Genanigkeit nnserer Recknnng etwa parallel deijenigen 
Genanigkeit geken mag, mit der sick der Ort des Stntzpnnktes zu einer 
gegebenen Zeit dnrck eine niekt besonders verfeinerte Beobacktnngs- 
metkode feststellen lafst. 

Vor aliens aber miissen wir bedenkeu, dafs der wirUicke Be- 
wegungsverlauf dnrck die Reibung an der Unterlage, von der wir in 
diesem Paragrapken abgeseken haben, in kokem Grade entstellt wird. 
Wollten wir daker die vorangekenden Reckmmgen versekarfen, okm© 
dabei auf die Reibung Riicksickt zn nekmen, so kiefse dieses, sick 
mit Kleinigkeiten aufkalten nnd die Hauptsaeke verfeklen. 



Kapitel Y1I 

Tlieorie irnd Wirklichkeit. Emflufs der Reilmng, des Luftwider- 
standes, der ElastMtat von Material nnd Unterlage aif die Kreisel- 

bewegung. 

§ 1* Der Gegensats swisehen rationeller und physikalisciier Oder 
zwischen Mmmlischer nnd irdischer Meehanik. 

Man bezeichnefc feit altersher die abstrakte Meehanik, welche die 
Fiille der Bewegungserscheinungen dureb mathematische Deduktion aus 
wenigen Grrundsatzen abzuleiten bestrebt ist, als rationelle (= deduktive) 
Meehanik. Daneben tritt diejenige Bebandlung der mechanischen Pro- 
blem^ welche die Wirklichkeit in ausgiebigerer Weise mit Hinzuziekung 
yon Erfahrungsthats&chen und Experimenten beriicksichtigt, fast etwas 
schiichtern als physilcaMsche (== induktive) Meehanik auf. Angesichts der 
weitgehenden Abweichungen aber zwischen den liesultafeen der ab~ 
strakten Theorie und den Thatsachen der Wirklichkeit mochto man 
die Prage aufwerfen, oh nicht fur die Mehrzahl der Anwendungs- 
gebiete die physikalische Meehanik in Wahrheit die rationelle und die 
sog. rationelle in Wahrheit hochst unphysikalisch und irrationell ist. 

Der Grund fur die uns standig entgegentretenden DifFerenzen 
zwischen Theorie und Wirklichkeit liegt, wie allbekannt, in dem Auf- 
treten yon Energie yerzehrenden oder Energie zerstreuenden Kraften. 
Die abstrakte Theorie stellt sich gerne so, als* oh dlese Krafte nur 
sekundare Bedeutung hatten, als ob es sich dabei nm Erseheinungen 
zweiter Ordnung handelte, welche das Gesamthild zwar triiben aher 
nicht yollig entstellen konnen. Ein etwas krass gewahltes Beispiel 
moge uns lehren, wie'weit diese Annahme zutrifft. 

Die deutschen Infanteriegewehre, Modell 88 und 98, erteiltcn den 
verschiedenen Geschofstypen Anfangsgeschwindigkeiten v zwischen 620 
und 900 m/sec. Sofern wir den Luftwiderstand und die Luflreibung igno- 
rieren wollen, die bier als Energie verzehrende Momente ins Spiel konimen, 
ist die Flugbahn die bekannte Parabel, und die grdfste Schufsweite wird 
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erzielt bei einem Abgangswinkel (Efe rations winkel) toil 45° gegen die 
Horizontale. Naeh den elementaren Gesetzen der Wurfbewegimgbereehnet 
sich die bei den genannten Sebfissen vorkommende grolste Erhebung H 
des Geschosses fiber den Erdboden nnd die Schulsweite W aus den Formeln: 

- 10 bis 20 km, W «= -- - 40 bis 80 km. 

*9 9 

Die grofsten. allerdings nur nnsicber beobacbteten Schufsweiten aber liegen 
zwischen 3600 und 4600 m, bei Abgangswinkeln von 32° bis 36°. Die 
hochste Erhebung des Geschosses wird bei diesen Balinen weniger als 
1 km und liegt nicbt, wie bei der abstrakten Wurfbewegung, in derMifcte, 
sondem etwas dabinter 

Ein anschauliches Biid von die- 
sen Verhaltnissen giebt die neben- 
stehende, fur v = 620 m/sec. gezeich- 
nete Pigur. Sie zeigt, dafs die nnter 
Vernachlassigung des Luftwiderstan- **“ io ^ 
des bereehnete Bahn („ber “) aucb 

nicbt eine entfernfce Annaherung an die wirkliche Babn („heob“) giebt. 

Aus besonderen ballistiscben Grfinden sind die Beobachtungen bei 
grofsen Erhohungen sebr iuckenhaft Aber aucb. sebon bei den praktisch 
vorkommenden Erhohungen besteben fiberrasehend grofse Differenzen. Bei 
v ~ 900 m/sec. und einer Erhebung cp = 4^° “ware die widerstandsfreie 

Scbufeweit^: * 

W « _ si n 2 qp — ca. 13 km; 

9 5 

die Schufstafel ergiebt aber nur 2 km, und dabei sinkt die Geschwindigkeit 
auf ca. 150 m/sec. herah! 

Allerdings denkt niemand daran, in den ballistisehen Problemen 
den Luftwiderstand zu vernacblassigen. Aucb kann zugegeben werden, 
dafs sein Einflufs bei geringeren Gescbwindigkeiten nicbt so stark ins 
Gewicht fallen wird, wie bei den boben Gescbwindigkeiten der 
modernen Scbufswaffen. Denn es ist tbeoretiscb verstandlicb und durcb 
die Beobachtung bestatigt, dafs mit wachsender Geschwindigkeit und 
ganz besonders in der Kahe der Scballgescbwindigkeit der Luftwider- 
stand rapid© zunebmen mufs. Trotzdem dfirfte unser Beispiel geeignef 
sein ; nns vor einer tTbersehatzung der Ergebnisse der rationellen 
Mecbanik und vor einer TJnterschatzung von sog. „Nebenuinstanden“ 
wie Reibung etc. zu wamen, die gegebenenfalls leicbt zur Hauptsacbe 
werden konnen. 

Die Abneigung der matbematiscben Scbriftsteller vor der Inangriff- 
nabme der Reibungsprobleme macbt sicb sebon bei dem grofsen Be- 
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grander der analytischen Mechanik, bei Lagrange, geltend. Er er- 
wahnt an keiner Stelle seines Werkes die Reibung der festen Korper 
auf einander. Diesem nicht nachahmenswerten Beispiele folgt aucli 
Kirchhoff in seinen Vorlesungen uber Mechanik. Und doch ist die 
Reibung, nachst der Scbwere, wohl die wicbtigste Kraft in unserem 
Dasein. Gewohnlich wird sie als etwas Schadliehes und Unerwiinschtes 
angeseben. In der That riihren die Energieverluste und daher die 
Betriebskosten bei all unseren Maschinen, Fahrzeugen etc. zum grofsten 
Teil von irgend einer Art Reibung her. Es hiefse jedoch ungerecht 
sein, wenn man die wohlthatigen Seiten der Reibung verkennen wollte. 
Fur die Reibung ermoglicht es uns, dafs wir uns auf nnserer Erde 
nach Belieben vorw*arts bewegen konnen, sei es durch die Kraft nnserer 
Glieder, sei es mit Hiilfe irgend eines Gefahrtes. Man erinnere sich 
z. B., dafs im Betriebe der Strafsenbahnen, wenn durch Eisbildung 
der wohlthatige Einflufs der Reibung zwischen Rad und Schiene ge- 
schwacht ist^ der Wagen nicht von der Stelle kommt. Weiter aber: 
Die Reibung ermoglicht es mir, den Pederhalter zwischen den Fingern 
zu halten, falls ich nur — entsprechend dem unten zu besprechenden 
Reibungsgesetze — die Finger mit einem geniigenden Druck gegen 
den Halter presse. Die Reibung verhindert die Bucher, die auf meinem 
(doch gewifs nicht genau horizontalen) Schreibtische liegen, der Schwere 
folgend zur Erde hinab zu gleiten; sie verhiitet, dafs der Berg, der 
vor meinem Fenster liegt, zu Thale kommt und die Stadt verschfittet 

Wohex riihrt es nun, werden wir uns fragen, dafs farotz ihrer 
mafsgebenden Wichtigkeit fiir alle irdischen Verhaltnisse die Reibung 
in der theoretiscben Mecbanik lange Zeit wenig Beachtung fand? Ein 
Grund hierfijr ist historischer Natur. 

Das alteste An wendungs geb iet der mechanischen Lehren und der 
alteste Zweig der mathematischen Naturwissenschaft iiberhaupt ist die 
Astronomie. Die Begriinder und Hauptforderer der Mechanik, Galilei, 
Newton, Lagrange, Laplace haben wesentlich astronomische Fragen 
bei ihren Untersuchungen im Auge gehabt. Dadurch ist es gekommen, 
dafs die theoretische Mechanik ein Gewand bekommen hat, das wesentlich 
ftir astronomische Zwecke zugeschnitten erscheint. Die Himmelskorper 
nun bewegen sich merklich reibungslos im luftleeren Ranine und konnen 
fur die meisten Zwecke als einzelne Massenpunkte angesehen werden. 
In der Mechanik des Himmels also — aber auch nur hier — treten 
die Reibungserscheinungen zuriick. Hier steht das Problem der n frei 
im Raum beweglichen Massenpunkte, die mit konservativen Kraften 
anf einander wirken, im Mittelpunkte des Interesses, ein Problem, 
welches vielfach den Hauptgegenstand der Yorlesnngen und Lehrbiicher 
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liber theoretische Mechanik ausmacht, welches aber in den irdischen 
Geschehnissen niemals realisiert wird. 

Man bezeiehnet den Sachverhalt deutlieher, wenn man statt von 
rationeller nnd physikalischer Mechanik von himmlischer und irdischer 
Mechanik, spricht. Die uns iiberkommene Form der theoretischen 
Mechanik hat ihren Ursprung und ihr eigentliches Anwendungsgebiet 
in der Mechanik des Himmels. Um den vielfach verworrenen und 
komplizierten Verbaltnissen auf der Erde gerecht zu werden, mufste sie 
durch Erfahrungsmaterial wesenthch erganzt werden. 

Ein anderer Grand fur die geringe Beaehtung, welche die Reibungs- 
probleme lange Zeit fanden, ist die geringe Zuverlassigkeit der physi- 
kalischen Grundlagen der Reibungstheorie. Wir siud uns von vornherein 
bewuist, dafs die fiblichen Gesetze z B. fiber die gleitende Reibung fester 
Korper auf einander, fiber den Luft wider stand, fiber die Reibung im 
Innern der Flussigkeiten oder fiber die innere Reibung der fasten Korper 
nur grobe Annaherungen sind, dafs die physikalischen Umstande bei 
diesen Vorgangen aufserst komplizieri sind und fiberhaupt nur in be- 
schriinkten Gebieten in Formeln gefafst werden konnen. Eine natur- 
gemafse Berucksichtigung des Luftwiderstandes z. B. mufs von der Mitbe- 
wegung der umgebendenLuft ausgeben. Die Energieverluste, die der Luft- 
widerstand erzeugt, sind einerseits aus der inneren Reibnng der Luft, 
andererseits aus der Abgabe von Bewegungsenergie an weiter entfernte 
Luftschichten zu ermitteln. Bei sehr schnellen Bewegungen, die mit merk- 
lichen Luft-Verdichtungen -und -Verdunnungen verbunden sein werden, 
erfolgt die Energieabgabe mit Schallgeschwindigkeit; hierbei mufs auBer 
der Tragheit auch die Elastizitat und die Thermodynamik der Luft in 
Rechnung gesetzt werden. Einen Blick in die Mannigfaltigkeit der hier 
vorliegenden Verhaltnisse gestatten uds die bekannten, schonen Moment- 
aufnahmen der durch die Geschosse erzeugten Luftwellen. Ihnen gegen- 
(iber mufs eine Formel, die den Luftwiderstand durch irgend eine Potenz 
der Geschwindigkeit ausdrticken will, geradezu armlich erscheinen Ebenso- 
wenig durfte man sich damit zufrieden geben, den Schiffswiderstand an- 
gesichts des komplizierten Spieies der Wellen in der Nahe eines Dampfers 
in eine einfaehe Formel hineinzwangen zu wollen. Nur ausgedehnte, mit 
den grofsten Mitteln durcbgeffibrte Versuche konnten hier einigen Auf- 
schlufs liefern. Theorie und Recbnung konnen auf diesen Gebieten eher 
als Anleitung zur vernunftigen Anstellung von Experimenten wie zur 
Voraussage der Erscheinungen dienen. In manchen Fallen hat die 
Theorie Regeln (sog. Ahnlichkeitsgesetze) liefern konnen, um die durch 
Modell versuche, also durch Versuche in verkleinertem Malsstabe ge- 
fundenen Resultate auf die grofseren Verhaltnisse der wirklichen Pio- 
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bleme zu iibertragen. Die Leistung der Theorie ist in solchen Fallen 
aolir wertvoll, aber doch riel bescheidener, wie z. B. bei den Problemen 
der Himmelsmechanit 

Die Grofse des Widerstandes hangt in den vorgenannien Beispielen 
aufserdem von der besonderen Form des Geschosses oder des Schiffes ab. 
Man kermt jetzfc die erheblicben Aaderungen der Widersiandsgesefcze, 
die Heine Abanderungen der Form bewirken. Ahnliches gilt ron der 
gleitenden Reibung. Hier komxnt es auf scheinbar gerkgf&gigo Urn. 
*stande weifc mehr an, als man erwarten und wunsehen mochte. JEine 
durcli Abxmtzung veranderte Oberflache verhalt sicb anders wie eine 
friseb bearbeitefce. Teilchen des abgeriebenen Materials oder Btaub- 
kornchen, weJcbe sicb zwiscben den Reibungsflachen befinden, konnen 
die Grofse der Reibung betracktlicb beeinfiussen; ein Feuchtigkeits^- 
niederschlag axis der umgebenden Luft kann wie ein Schmiermittel 
wirken und die Reibungsgesetze nieht nur quantitativ sondern auch quali- 
tativ grimdlieh verandern. Hier gilt also der fiir den Naturforscher 
bocbst unbequeme und storende Satz: Kleine Ursachen, grofse Wir~ 
kungen. Yor der kritiklosen Benutzung von Reibungsziffern mufs 
ans diesem Grunde geWarnt werden. Ziifern, die fiir gewisse Ver- 
suchsumstande gefunden sind, braucben deshalb nocb nicht fiir andere 
IJmstande zu gelten. Diese Ziffern auf zwei oder drei Dezimalen an- 
zugeben, wie es in den technisehen Kalendern ebensowohl wie in 
vielen Lehrbiicbern der Experixnentalphysik geachieht, hat jedenfalls 
keinen Wert 

Man begreift es hiernach, dafs der Laboratoriums-Physiker, der 
in der angenehmen Iiage ist, seine Probleme frei, zum Teil nach 
asthetischen Gesichtspunkten zu wahlen, an den Reibungsfragen geme 
vorbeigeht, weil er sich aus ihrem Studiam keine reinen und all- 
gemeinen Gesetze verspricht. Anders steht der Techniker zu den 
Reibungsgesetzen, die fiir ihn Lebensfragen sind. Deshalb rilhren die 
neueren Beitrage zur Kenntnis der Reibungsgesetze, die wir im foD 
ganden Paragraphen zu nennen haben warden, wesentlich von tech- 
nischer )3eite her. 

Aus dieser Sachlage folgt aber weiter, dafs die theoretische Be- 
handlung der Reihungsprobleme unter anderen Gesichtspunkten zu 
erfolgen hat, wie die der Probleme der ratiooellen Meehanik, Der 
Mathematiker strebt seiner Erziehung und Gewohnheit nach dahin, die 
ihm vorgelegten Probleme mit volliger Scharfe zu losen, so dafs eine 
Berechnung auf beliebig viele Dezimalen theoretisch moglich wird. 
Diese Methods ist bei den Aufgaben der Hixnmelsmechanik mit Rhck- 
sicht auf die grofse Scharfe der astronomischen Beobachtungen in der 
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That zweckmalsig; hei alien Aufgaben aber, hei denen Reibtmgsein- 
flfisse etc. wesentlich sind, d. h. bei alien Aufgaben der irdischen Me- 
chanik, wurde eine solche Genauigkeit der Rechnung in unschonem Mifs- 
verhaltnis stehen zu der Genauigkeit der physikalischen Grundlagen. 
Hier ist es vielmehr angezeigt, nicht nach quantitativer Durchreehnung, 
sondern nach qualitatiTem Yerstandnis der Erscheinungen zu streben, 
und wo man quantitativ yorgeht, von vornherein nicht mit beliebiger 
sondern mit begi*enzter Genauigkeit zu rechnen. Und dies urn so mehr, 
als die mit Reibungsgliedern behaffceten Differentialgleichungen z. B. in 
der Kreiseltheorie reichlich kompliziert werden und, wie man gewohn* 
lich sagen wiirde, „sich nicht integrieren lassen" Dem gegeniiber be- 
tonen wir den Grundsatz: man soil solche Gleichungen nicht inte- 
grieren; man soil sie interpretieren und konstruieren, wie wir dies im 
Polgenden yersuchen werden. 

In den vorstehenden Erorterungen ist begriindet, weshalb und in 
welchem Sixme wir die Reibungsprobleme beim Kreisel zu ausfuhr- 
licherer Behandlung bringen werden, als man es bieher gethan hat 
Allerdings bleiben wir hinter dem Ziei, welches man erreichen mochte, 
zuriick, weil wir uns bei dem Fehlen ausreichender experimenieller 
Grundlagen auf eine schematiscke Behandlung der Probleme beschranken 
rnussen. 


§ 2. Berieht liber die Beibungsgesetae. 

Uneere Kenntnis der Reibungsgesetze ist bekanntlich vOn Coulomb 
begrdndet*) Coulomb fand, dafs an der Grenze zweier auf einander 
gleitender fester Korper eine Kraft auftritt, welche fur jeden der beiden 
Korper seiner Bewegung relativ gegen den anderen entgegengericbtet 
and proportional ist dem gesamten Normaldruck, mit dem die Korper 
gegeneinander geprefsi werden. Der Proportionalitatsfaktor heifst 
Mibungskoeffimnt (oder, genauer gesagt, Reibungskoeffizient der Be- 
wegung). Dieser wird als Material konst ante oder richtiger als eine 

*) Zur weiteren Qrientierung vevweieen wir auf das gerade in Reibungs- 
fragen eehr reichhaltige Lebrbuch von J. Perry, Applied Mechanics, Rew York 
1888, (deutsch von R Schick, Leipaig 1908) bin, das wir fur dieeen und dec 
vorigen Paragraph mehrfach benutzt habec Einen lehrreichen Bericht iiber die 
Ges&mtl iterator derReibung verdankt man F Masi: Le nuove vedute nelle ricerche 
theoriche ed experimental! sulF attrito. Bologna bei Zanichelli 1897. Perner: 
J. H. Jellet: Theory of friction, deutsch von J Liiroth und A Schepp, l.eipzig 
1890. Siehe auch: Encyklopadie der math. Wiasenschaften, IY 10 (R. v. Mises), 
p. 189 ff. 
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sowohl fiir das Material wie fiir die Oberflachenbescbaffenheit der beiden 
Korper charakteristische Konstante angeseben. Von der Geschwindigkeit 
des Gleitens soli also die Reibung und der Reibungskoeffizient unab- 
hsrngig sein, desgl. von der Grofse der Beriihrungsfliiche oder, was 
bei gleichem Gesamtdruck auf dasselbe herauskommt, von der Grofse 
des spezifischen Druckes, des Druckes auf die Flacheneinheit der Be- 
riihrungsflache. In Formeln heifst das Coulombscbe Reibungsgesetz, 
vvenn man mit [i den Reibungskoefiizienten , init N den gesamten 
Normaldruck, mit W die Grofse des Reibungswiderstandes bezeichnet: 

W— gN. 

Wir wollen diese Aussage zunachst dahin beschranken, dafs sie 
nur fur die trockem Reibung, nieht fur die Reibung bei Anwesehheit 
eines Sehmiermittels gelte. Ferner baben wir an den bekannten Unter- 
schied zwischen der Reibung der Bewegung und der der Rube (dyna- 
mische und statiscbe Reibung) zu erinnern. Wir erlautern die Reibung 
der Rube folgendermafsen: 

Wenn die treibende Kraft, welche die Bewegung des Versuebs- 
korpers gegen die Unterlage, oder die relative Bewegung beider be- 
wirken soil, nieht ausreicht urn die Reibung zu iiberwinden, werden 
wir der Reibung nur die Grofse der treibenden Kraft selbst, der sie 
das Gleichgewicht halt, zuschreiben. Dies gilt solange, bis die treibende 
Kraft einen Grenzwert iiberschreitet , bei dem Bewegung eintritt und 
der sicb wieder proportional dem Normaldrucke N erweist. Der 
Proportionalitatsfaktor moge mit g a bezeichnet werden und heifst 
Reibungskoeffizient der Ruhe. Das Reibungsgesetz fiir die Rube kann 
man daher in der Gleichung ausdriicken; 

W< H N. 

Der Reibungskoeffizient der Ruhe ist meist betrachtlich grofeer 
als der der Bewegung. Diesen Umstand sowie das Reibungsgesetz 
ilberhaupt veransebaubebt ein sebones Experiment, welches G. Herr- 
mann*) angegeben bat und welches jeder ohne weiteres wiederbolen 
kann. 

Man lege einen Stock auf seine beiden, in gleicber Hohe ans- 
gestreckten Zeigefinger. Darauf nabere man die Finger einander. Anf 
welcbem Finger wird der Stock zu gleiten beginnen? Auf demjenigen, 
der weiter von dem Sehwerpunkt des Stockes abstebt; dexm die Normal- 
driicke N lf N a> mit denen der Stock auf beiden Fingem aufliegt, sind 
nacb dem Hebelgesetze fiir jeden Finger proportional dem Abstand des 


*) Der Beibtmgswmkei , Festschrift znm Jnbil^mn der Univ. Wdrzburg, 1882. 
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Schwerpunktes von dem anderen Finger; bei dem weiter abstehenden 
Finger ist also der Normaldruck der kleinere; nach dem Reibungs- 
gesetz ist bier auch die Reibung, welche dem Gieiten entgegenwirkt, 
kleiner wie bei dem anderen Finger; bier muds also die Gleitung 
beginnen. 

Der Stock gleitet nun auf diesem Finger, nicbt nur bis der Abstand 
dieses Fingers vom Scbwerpunkt des Stockes gleicb dem des anderen 
Fingers geworden ist, sondern nocb etwas langer, wegen > ft. 
Erst wenn sicb die Sehwerpunktsabstande der beiden Finger verhslten 
wie : [l 0 tritt ein Wecbsel der Bewegung ein; der Stock rubt jetzt 
auf demjenigen Finger, auf dem er vorber glitt und beginnt auf dem 
anderen zu gieiten. Denn die Nomaldnicke N auf beiden Fingem 
verbalten sicb umgekebrt wie die Scbwerpnnktsabstande, also in dem 
genannten Augenblicke wie fi 0 : ft; die Reibimg der Bewegung an dem 
emeu Finger wird dann gleicb der Reibung der Rube an dem anderen 
und, wenn das Gleiten in dem bisberigen Sinne andauera wiirde, sogar 
grofser als diese, was offenbar widersinnig ist. Dieses Spiel wird sicb 
ferfcgesetzt wiederbolen, wobei der Scbwerpunktsabstand desjenigen 

Fingers, auf dem der Stock gleitet, sicb jedesmai bis zum —ten Teile 

des Schwerpunktsabstandes des anderen Fingers vermindert. Das Resultat 
ist, dafs die Scbwerpnnktsabstande beider Finger sicb wecbselweise 
verkleinem und dafs, wenn die Finger zusammengebracbt $md, der 
Stock von ihnen in seinem Scbwerpunkte unterstfitzt wird, also frei 
schwebt! 

Aufser der Veranschaulichnng der Reibungsgesetze gestattet das 
Experiment eine Messung des VerhaLtnisses /i 0 : ft. Es genugt bierzu, 
ejnige Umkehrpunkte der Bewegung auf dem Stocke zu m&rkieren 
und ibre Abstande von dem Scbwerpunkt zu messen. Das Verhaltnis 
der Abstande zweier auf einander folgender Umkehrpunkte liefert das 
gesuebte Verhaltnis der Reibungskoeffizienten. Die Gesamtbeit der 
Umkehrpunkte bildet auf beiden Seiten die Punktfolge einer geometri- 
scben Reibe. Wenn der Stock nicbt zu kurz ist, wird die Messung 
verhaltriismafsig genau. 

Die Verscbiedenbeit der Werte von (i 0 und (i legt die Vermutung 
nahe, dafs ein stetiger Ubergang zwischen dem zur Gleiigeschwindigkeit 
Null gehorigen Werte ft 0 und dem zu merklich grofseren Geschwindig- 
keiten gehorigen Werte ft stattfinden moge. Diese Vermutung wird 
durcb Versuche von Jenkin und Ewing *) best&tigt. Bei Materialien 


*) London Philos. Transactions Bd. 167 (1877), S. 609. 
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mit erheblich veraehiedexien Reibungskoeffizienten fi 0 und p konnte der 
steiige tjbergang in der That nachgewiesen werden. 

Wenn w also mit Coulomb die Uuabhangigkeit des Reibungs- 
koeffizienten von der Geschwindigkeit bebaupten wollen, niiissen wir 
hierbei zunachst das Q-ebiet sekr geringer Geschwmdigkeiten aus- 
schliefseiL Wie bewahrt sich mm diese Un&bhangigkeit bei grofseren 
Geschwindigkeiteii? 

Die alten Versuche des General Morin, die in den Jahren 1831—1833 
in Metz angestellt warden und die ein Geschwindigkeitsmiervall bis 

4 ~ umfassen, sehienen die Bnabhangigkeit zu bestatigen. Die Morin- 

scben Versuchsergebnisse bilden nock beute den eisernen Bestand der 
Zablenangaben fiber Reibungskoeffizienten in den technischen Hand- 
bncbern und den Lehrbiicbem der Experimentaiphysik. Eino grofse 
Zuvetl&ssigkeit wird iknen aber kaum zugegcbrieben werden konnen, 
schon desbalb nicht, weil nacb dem im vorigen Paragraph Gresagien 
solcbe Zablenangaben in hohem Mafse von den Nebeimmstanden des 
Experiments® abhangen*) 

Das Verhalten des Reibungskoeffizienten bei bohorer Gleitge- 
schwindigkeit blieb jedenfalls eine offene Frage, die erst dttrch die Ent- 
wickelnng des Eisenbainwesens und der Bremsvomchtnugen aktuell 
wurde. Zwischen Bremsklotz und Radreifen haben wir eine ricbtige 
gleitende Reibung obne Schmienniitel, wahrend die Reibung zwiscben 
Rad und Sehiene, wenigstens beabsichiigfcermafsen und in der Regel, 
rollende Reibung ist und nur in dem Ausnahmefalle gleitende Reibung 
wird, wo die Rader anf den Schienen scbleifen. Tiber die Reibung 
zwiscben BremskLotz und Rad liegen vor allem Versuche von Douglas 
Galton**) vor, welcbe im grofsten Mafsstabe mit Unierstfttzteg der Firma 
Westinghouse auf verscbiedenen engliscben Linien aiisgefiihrl wurden, Ein 
Yersucbswagen von Gallon entbislt eine gauze Reihe von Tacbometem 
und Dynamometern. Die Tachometer liefertsen die Umfangsgesckwindig- 
keit der Rader und die Fortbewegungsgesebwxndigkeit des Wagons. 
Die Gleitgescbwindigkeit zwiscben Rad und Bremsklotz ist gleich der 
ersten dieser Geschwindigkeit, die eventuelle Gleitgescbwindigkeit 
zwiscben Rad und Scbiene gleich der Difforenz beider. Die Dynamo- 
meter inaXsen 1) den Bremsdruck, mit dem der Bremsklotz m das Rad 
geprefst wird, also diejenige Kraft, die ftlr die Reibung zwiscben Brem.se 
und Rad als Normaldruck N wirkt; 2) den Reibungswiderstand W 

*) Ober neuere Yersuche ygL Ene, d math. Wim. (1. c.) p. 197ff. 

**) Institution of Mechanical Engineers Proceedings 1878, 1879, sJnsbea. 1879, 
8. 172 Oder Engineering 1879, S. 371 odexKeperts of the British Associution(Dablni) 1878. 
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zwiscben Bremse und Rad; 3) den Widerstand gegen die Y orwarts- 
bewegung des Zuges pro Aehse, der sicb ans Luft widerstand, rollender 
Reibnng an den Schienen u. b. w. znsammensetzt, der aber, wenn ein 
Gleiten anf den Schienen Piatz greift, im wesentiichen den Reibungs- 
widerstand W' dieses Grleitens darstellt. All© diese Taebo- und Dynamo- 
meter arbeiteten selbstregistrierend und lieferten somit die fr&glichen 
Gresehwindigkeiten nnd Krafte in ibrer zeitlicben Yeranderlichkoii. Anf 
die selrr interessanten Diagramme dieser Grofsen, die so erkalfcen mirien, 
kaxm hier nnr hingewiesen werden. Wir mfissen mis anf die ans ibnen 
zu ziehenden Folgerungen betr. die Yeranderlichkeit des Reibungskoef- 
fizienten besehranken. Der Koeffizient der Reibnng zwiscben Brems- 
klotz nnd Rad ergiebt sicb dnrcb Division ans den gemessenen Kraften 
W nnd N, wahrend der Koeffizient der Reibnng zwiscben Rad nnd 
Schiene ans der ebenfalis gemessenen Reibnng W T nnd dem anf das 
einzelne Rad entfallenden Teil des Wagengewicbtes Gr folgt. 

Natbrlich zeigten die zn gleieben GXeitgeschwindigkeiten bei ver- 
schiedenen Versucben gekdrenden Reibungskoeffizienten nnter sicb koine 
sebr weitgehende tlberemstimmnng . ibre Grofse king sowobl vom 
Wetter nnd der dadnrcb bedingten Fencbtigkeit der gleitenden Ober- 
flachen, wie yon deren Reinheit, wie ancb namentlich yon der Brems- 
daner ab, dnrcb welcbe offenbar eine Steigernng der Temperatur nnd 
daiixit eine Anderung der Oberftachenbeschaffenheit bewirkt wird. Z. B. 
kam ee yor ; dafs nacbdem der Brexnsdruck 20 Seknnden gewirkt hatte, 
der Reibnngskoeffizient anf die Halfte seines nrsprtinglicben Wertes 
zur&ckgegangen war. Trotzdem zeigt das Mittel der erbaltenen Reibnng®- 
koeffizienten ans sebr yielen (bis 100) Versucben eine dentlicb© Ge~ 
setzmafsigkeit, namlich eine bestdndige Ahnahme des Bdbungskoeffizimten 
mit tvachsender GesehwindigJceiL Fig, 72 
giebt den Koeffizienten der Reibnng 
zwiscben Bremsklotz nnd Rad (Brems- 
Hotz ans Gufseisen, Radreifen ans Stahl), 
nnd zwar in der ansgezogenen Linie den 
Miitelwert der Beobachtungen, in den 
pnnktierten die bei jeder Geschwrndig- 
keit beobacbteten Grofst- und Kleinst- 
werfce. Der ganze Streifen zwiscben diesen 
Qxenzlinien ist mit Beobacbtnagspnnkten 
erffilli zu denken, die sicb nacb der mittleren Linie bin verdichten. Man er- 
kennt zunachst wieder den IJnterscbied zwiscben dem Reibnngskoeffizienten 
der Rube und dem bei betrcicbtlicber Bewegnng. Weiter aber zeigt die 
Figur, dafs der Reibungskoeffizient bei der Geschwindigkeit 60km/Stnnde 

KleiDL-Somraerfeld, Kreiselbe-wagmsg. IXX An& 85 
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= 16,7 m/sec. =» mittlerer Sehnellzugsgeschwindigkeit weniger als die 
Halfte, bei 100 km/Stunde = 28 m/sec. = hochster zur Zeit in Deutschland 
zulassiger Fslurgeschwindigkeit nurmehr etwa ein Drittel des Reibungs- 
koeffiadenten der Ruhe (0,33) betragt. Natiirlich liefse sich die Ab- 
hangi gkeit zwischen fi und v unschwer auch durch eine oder die andere 
Formal ausdrficken. Wir seheu hiervon sowie Ton der Angabe Ton 
Zahlenwerten ab, weil die Figur allee wiedergiebt, was ihrem Genauig- 
keitsgrade nach aus den Beobachtungen zu schliefsen ist nnd weil jede 
znr Darstellung der Beobachtungen benfltzte Formel in hohem Mafse 
willkiirlich ware. — fiber den Koeffizienten der gleitenden Reibung 
zwischen Rad und Schiene geben die Galtonsehen Versuche einen 
minder sicheren Aufocblufs; soriel ist jedoch aus ihnen zweifellos zu 
erkennen, dafs auch dieser Koeffizient mit wachsender Geschwindigkeit 
von seinemGrofstwerte bei kleiner Geschwindigkeit kontinuierlichabnimmt. 

Altere franzosische sowie neuere in Deutschland angestellte Ver- 
suche*) lieferten im weseatlichen das gleiche Ergebuis. 

TTbrigens aber ist zu beachten, dafs die Galton’schen Versuche sich 
auf ein sehr ausgedehntes Geschwindigkeitsintervall beziehen. Bei 
mafsig vexanderli cher Geschwindigkeit ist auch die Veranderlichkeit 
des Reibungskoeffizienten nur gering; man hat z. B. fiir v = 2 bis 
6 m/sec. nach der Kurve der Galtonscben Mittelwerte etwa ft = 0,27 
bis 0,23. Diese Unterschiede sind angesichts der aUgemeinen Unsicher- 
heit der Reibungsziffern unbedenklich zu vemachlassigen. Die Cou- 
lombsche Annahme eines von der Geschwindigkeit unabhangigen Rei- 
bungskoeffizienten wird hierdurch fflr ein mafsiges Geschwindigkeits- 
intervall in erster AnnSLherung bestatigt. Bei unserer Anwendung anf 
den Kreisel, bei dem Geschwindigkeiten von der Ordnung der Schnell- 
zugsgeschwin digkeiten nicht in Betracht kommen, werden wir hiemach 
den Reibnngskoeffizienten mit Coulomb konstant setzen dilrfen. 

Auch die in dem Coulomhschen Gesetz ansgesprochene Unab- 
hangigkeit des Reibnngskoeffizienten von der Grofse der Beriihrungs- 
flache bedarf der experimentellen Nachpriifung. Hiemach milfste bei 
der Bewegung eines Prismas von 10 cm* Qrundflache nnd 4 cm Hohe 
anf einer ebenen Unterlage dieselhe Reibung zu dberwinden sein, wie 
bei der Bewegung eines Prismas von 20 cm* GrundfLache und 2 cm 
Hohe, weil, gleiches Material vorausgesetzt, der Gesamtnormaldruck 
gegen die XJnterlage, namlich das Gewicht des Prismas, beidemal gleich 

*) Vgl. Organ der Fortachr. dea Eisenbahnwegeng 1889, S. 114. Der Brems- 
klotz bestand hierbei cub Stahlgufa. Die Versuche wurden nicht auf der Strecke, 
sondern in einer Werkstatt angestellt. S. weiter: Mitteilungen fiber Forschungg- 
arbeiten, herausg. Tom V. d. I, 1903, p. 1088. 
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ist, wahrend sieh die Normaldrticke pro Flacheneinheit in beiden Fallen 
wie 2 : 1 yerhalten. Es scheint*), dafs sich dies© Folgerung in der 
Erfahrung gut bestatigt. soiem nicht durch sehr starke spesifische 
Pressungen merklicbe Deformationen der Unterlage hervorgerufen 
werden. — 

Bekanntlieb ist aueb der Vorgang des Abrollens zweier Oberflachen 
aufeinander, der sich (scheinbar) ohne Gleitung yollzieht, wenn aueh 
in geringerem Grade mit Energieyerlusten yerbunden. Das Gesetz der 
rollendm Reibung, welches man iiblicher Weis© bei der Berechnung 
dieser Energieverlnste m Gnmde legt, wnrde ebenfalls yon Coulomb 
aufgestellt. Hierbei ist e® zweekznafsig, nicht yon einer reibenden 
Binzelkrafty wie bei der Gleitnng zu sprechen, sondern yon einem 
Relbungsmomente, welches von dem zur Abrollung aufgewandten Dreh- 
moment in jedem Angenblick e zn iiberwinden ist. Bezeiehnet wiedemm 
N den gesamten Normaldmck an der Berhkningsstell© zwischen der 
Unterlage nnd der „Rolle“, M das Reibungsxnoment, so setzt man 

Jf = vN. 

v heifst dabei Koeffizient der rollenden Reibung; wie die Gleichnsag 
zeigt, ist er keine reine Zabl wie der Koeffizient der gleiienden Reibung, 
sondern yon der Dimension einer Lange. Anch dieser Koeffizient wlrd 
als Material- bezw. als Oberflachenkonstante angesehen. Will man M 
durch eine in der Oberflache thatige reibende Einzelkraft W ersetzen, 
so hat man die letztere gleich Mjr za setzen, wenn r den Radius der 
Roll© oder bei nicht kreisformigem Umrifs derselben den Krlimmungs- 
radius an der betr. Stelle der Dmrifslinie bedeuiefc; diese Einzelkraft 
W ist also dem Normaldruck direkt nnd dem Radius umgekehrt pro- 
portional. 

Tiber den Mechanismus der rollenden Reibung giebt eine schdne 
Arbeit yon 0. Reynolds**) .einigen Aufscblnfs. Reynolds weist naeb, 
dafs mit der Abrollung infolge elastischer Deformationen stete eine ge- 
wisae Gleitnng yerbunden ist. 

Nimmi man zur Vereinfachung der Anschauung an, dafs die Unter- 
lage weaentlich weicber ist, wie die Rolle (Unterlage aus Kautschuck, 
Rolle ans Eisen), so kann man yon der Deformation der Rolle absehen 
nnd hat nur die der Unterlage zu betrschten. Letztere wird ans einer 
muldenformigen Emsenkung bestehen, so zwax dafs in der Mitt© der 
Emsenkung die Unterlage gedehnt, nach den Seiten bin aufgestaucht 

*) Perry 1. c. p&g. 

**) On rolling Friction, London PMlos. Transaction# Yol. 166, Part I (1876J 
xrnd Ges. Werke Bd. I, S. 110. 

36 * 
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und zusammengeprefst 1st. Die Beriikrung findet alsdarm nicht raehr 
in einetn geometrischen Punkt statt, sonderm in der Oberflache der 
Mulde, deren Mittelpunkt wir als mittleren Beruhrungspunkt (P) "be- 

zeichnen. In der beistehen- 
den Figur sind eine Anzahl 
you Punkten auf Rolle und 
Unterlage markiert. Die 
Punkte auf der Rolle sind 
aquidisiant, die auf der 
Unterlage waren es vor der 
Deformation, sie zeigen also 
in ihren wecliselnden Ab- 
standen schematiscli den Sinn der eingetretenen Fonnanderung an. Die 
mit gleiehen Ziffern yersehenen Punkte sind bei forfcsch.reiten.deni Ah- 
rollungsprozefs besiimmt, als miitlere Beruhrungspunkte der Reihe nach 
mit einander zusammenzufallen, was durch die mit dem Fortschreiten 
der Rolle yerbundene Dehnung der Unterlage an der mittleren Be- 
riikningsstelle ermoglicht wird. In dem augenblicklichen Stadium fallen 
diese Punkte aber nicht zusammen. Es mufs daher beispielsweise der 
Punkt 4 yon dem augenblicklichen Stadium his zu demjenigen, wo er 
zum mittleren Beruhrungspunkte geworden ist, um dasjenige Stiickchen 
auf dem Rollenumfange entlang gleiten, um welches die bei den Punkte 
4 in der Figur abstehen. Das gleiche gilt fur jeden Punkt der Be- 
nihrungsflache. In dieser findet also in der That eine gewisse gleitende 
Reibung statt. 

Der gesamte Energieverlusfc der rollenden Reibung wird sich zum 
Teil aus dem mit dieser gleitenden Reibung verbundenen Energiever- 
lust, zum Teil aus der zur elastischen Deformation exforderlichen Ar- 
beit zusammensefczen, insoweit namlich die letztere in nicht umkehr- 
barer Form auftritt. 

Dais die in Fig. 7S dargelegte Yorstellung zutreffend ist, konnte 
Reynolds folgendemafsen experimentell nachweisen. Man bemerkt, 
dafs unter den oben vorausgesetzten Verhaltnissen die Rolle ihren Um- 
fang nicht anf der naturlichen Oberflache der Unterlage, sondern auf 
der bei P gedehnten abwickelt. Mifst man den Weg, den die Rolle 
nach einer Umdrehung zuriickgelegt hat, auf der in ihre nattlrlicken 
Langenyerhaltnisse zuriickgekehrten Unterlage, so wird sich derpelbe 
etwas kiirzer ergeben miissen als der Urufang der Rolle. Dieg hat 
Reynolds in der That experimentell nachgewiesen fur den Fall, dafs die 
Rolle barter ist wie die Unterlage. Das umgekehrte mufs stattfinden 
und findet nach Reynolds statt, wenn die Unterlage erheblick hiirter ist 
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als die Rolle. Sind beide aus gleichem Material, so ist der auf der 
TJnterlage gemessene Weg wieder etwas kiirzer wie der IJmfang der 
Rolle, wovon die obige [Jberlegung bei naherem Eingehen ebenfalls 
Recbenscbaft ablegen wiirde. 

Bis zur genauen Messung der Grofse des Reibungswiderstandes 
und zur Nachprufung des Coulombschen Ansatzes ist die Reynolds’sche 
Uatersuchung nicbt durcbgefdbrt. Dafs dieser einfache Ansatz der 
Wirklichkeit sehr genau entspricht, ist bei der komplizierten Natur des 
Vorganges nicbt gerade wahrscheinlich. — 

Neben der gleitenden nnd rollenden Reibung spricbt man drittens 
nocb von der bohrmden Reibung, nnd zwar da, wo sich auf einem 
K5rper ein anderer um die Normal© im B eruhrungspunkte beider drebt. 
Da in diesem Falle die Berubrung als punktformig und der Beriib- 
rungspunkt als Punkt der Drehaxe Yorausgesetzt wird, findet tbeoretiscb 
ein Gleiten beider Korper gegeneinander nicht statt, Dieser Um stand 
bat zur Einfukrung der besonderen Bezeicbnung „bohrende Reibung^ 
Yeranlassung gegeben. Indessen fubrt sicb der Vorgang sofort auf 
den der gleitenden Reibung zuriiek, wenn man nur eine etwas aus- 
gedebnte Berubrung der Korper annimmt. Man kann dan n you einem 
mittleren Radius a der Berubrungsflacbe sprecben und wird die rings 
um die Drebaxe verteilten Krafte der gleitenden Reibung auf diesen 
mittleren Abstand a reduzieren diirfen. Sie setzen sich offenbar zu 
einem Drebmoment um die Normale zur Berubrungsflacbe zusammen, 
dessen Grofse sicb aus dem Gesetz der gleitenden Reibung berecbnet zu 

g — ga. 

Der Proportionalitatsfaktor g kann als Koeffizient der bohrenden Reibung 
bezeicbnet werden, er bat die Dimension einer Lange und hangt aufser 
von dem Material und der Oberflacbenbescbaffenbeit aucb you der Aus- 
debnung* der Berubrungsflacbe ab. Natiirlicb soli durcb die Gleicbung 
g — a a nicbt bebauptet werden, dafs sicb der Koeffizient der bohren- 
den Reibung aus dem der gleitenden Reibung Yorausbestimmen liefse, 
wenn man die Grofse der Berubrungsflacbe messen konnte. Vielmebr 
soli diese Gleicbung nur einen Anbalt fur die Bedeutung des Koeffi- 
zienten yj und fiir das ungef abre Grofsenverbaltnis der bobrenden und 
gleitenden Reibung liefem, einen Anbalt, der uns im nacbsten Para- 
graph von Nutzen sein wird, 

Ausdriicklich haben wir uns in diesem Bericbt auf die trockene 
Reibung bescbrankt, trotzdem ja die Reibung unter Anwendung von 
Schmiermitteln fiir die Praxis das wait iiberwiegende Interesse hat Man 
ist beutzutage zu der Einsicbt gekommen, dafs die letztere ganz anderen 
Gesetzen geborcbt, dafs sie namlich anf den Gesetzen der inneren 
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Reibung zaher Flilssigkeiten beruht, wabrend di© alter© teckoisehe 
Litteratur si© nach dem Couiombscken. Schema der troekenen. Reibung 
behandelt. Wir to xmm Rente (mit Petroff mid Reynolds) von einer 
hydrodymmischm Theorie der Sehmiemng sprechen., einer Theorie, di© 
durch rationell angest elite Y ersuche soweit bestatigt wird, als man es 
Back der Schwierigkeit des Gegenstandes erwarten kaan*). Das wirk* 
liche physikalische Verstandnis der Schmiemittelreibung ist auf diesem 
Wege wesentlich gefordert. Wird es moglich sein, so mochten wir 
zum Schlufs fragen, auch die trocken© Reibung unserem physikalisclxeii 
Verstandnis nahey zu bringen, indem wir die zwisehen den reibenden 
Oberflacken verbleibende LuftsoMcht als eine Art Schmiermittel auf- 
fassen und auf sie die Reibungsgesetze der kinetischen Gastbeorie an- 
wenden? and ferner: Wieweit ist mit Reibung stets auch. Abreibung 
der Oberflachen verbunden? 

§ 3. Qualitative® ‘liber die gleitend© und bolirende Reibung beim Kreisel. 

Dm den B infl ufs der Reibung beim Kreisel mit festem Stiitzpunkte 
zu studleren, haben wir zunachst zuzusehen, unter welchen Umstanden 
hier die Reibung zustande kommt. Das Bild, welches wir uns von 
diesen Umstauden machen werden, ist freilich ein sehr schematisches 
und idealisiertes und dilrfte von Fall zu Fall je nach den besonderen 
Verhaltnissen der jedesmaligen Yorrichtung erheblich von der Wirt 
lichkeit abweichen. 

Retrachten wir z. R. die beiden Apparate, welche pag. 1 nnd 2 ab- 
gebildet sind. Wenn wir von der Reibung ganz absehen diirften, wiirde 
die Bewegung beider Apparate, sofem wir bei Nr. 2 die Masse der Ring© 
gegenuber der Masse des inneren Schwungkorpers vernachlassigen, nach 
genau denselben Gesetzen erfolgen. In Hinsieht auf die Reibung aber 
verhalten sie sieh ganz verschieden. 

Bei demApparat von pag. 2 treten Reibimgskrafte in den Punkten der 
drei Lager auf, welche die Axe des aufseren, des inneren Ringes und des 
Schwungrades tragen. Wir haben es hier im Sinne des vorigen Para- 
graphen mit Fliissigkeitsreibung zu thun, wenn die Lager hinreichend 
geschmiert sind, Jedenfalls wird die Reibungswirkung in einem Dreh- 
momente bestehen, welches um jede der drei Axen der augenblicklichen 
Rotation entgegenarbeitet. Da die Bewegung um jene drei Axen gerade 

*) Ygl. hierzu den oben zifc. Bericbfc von Maai. Wir verweisen ferner auf die 
ausgezeiobnetenYersuche vonR.Strib eck: Die wesentlichen Eigenschaften der Dleifc- 
\md Rollenlager. Ztscbr. des Yereins deutscher Ingenieure 1902, Nr. 36, 38 wnd 39. 
Mr die Theorie $. A. Sommerfeld: Zfcschr. f. Math, u. Phys. 50 (1904) S. 97, 
sowie Enc. d math. Wise. IV, 10, p. 297. 
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durch die Eulerschen Winkel tp gegeben wird, so wilrde in den 
Lagrangeschen Gleichungen fur dies© Winkel j© ©in Zusatzglied au£- 
treten, welches das Reibungsmoment far die fragiiche Axe bedeutet. 

Wir gedenken dar&uf nicht weiter einzugehen, sondem bescbranken 
uns anf das Modell von pag. 1. Hier mtissen wir zunachst die Gestalt 
des xinteren Endes der Figtirenaxe und die Gestalt der Pfenne, welch© 
Jen© tragt, ins Ange fassen. Wir wollen annehmen, die Fignrenaxe sei 
unten Tmgelformig abgenmdet xmd di© Pfannenoberflache sei ©in Kreis- 
hegel; die Oberflachen seien trocken. und nicht elastisch nachgiebig. 




Di© Beruhrung zwischen Engel nnd Kegel findet dann allemal in einem 
festen horizontalen Kreise stati Die Engel verschiebt sich bei alien 
Bewegtmgen der Figurenaxe in sich. Ihr Mittelpnnkt bleibt also im 
Ranine genau fest. In diesem MiMelpunkte hxhen wir den eds ruhmd 
voramgesetzim Punkt 0 des Kreisels vor uns , 

In dem Modell von pag. 1 ist der Kegel, der die Pfanne begrenzt, 
sehr flach; fur die theoretische Berechnnng der Reibung wird es be- 
qnem ja sogar unumganglich sein, ikn als absolnt flach vorauszusetzen, 
also den Kegel in eine Eben© ausarten zn lassen. Der Heine Ereis, in 
dem die Kngel den Aachen Kegel beriihren wilrde, sckmmpft dann in 
einen Punkt zusammen, der stets genan senkrecht nnter dem Kugel- 
mittelpnnkt liegt. Der Begriff „Stiitzpunki“ zerlegt sich so in zwei 
Begriffe: Fester Punkt 0 =* MiUelpmkt der Kugel nnd Berilhrungspunkt 
P «* Grenze des d>m genanntm Ueinen Beruhnmgskreises. 

Freilich diirfen wir uns nicht verhehlen, dafs wir uns auf dies© 
Weis© von den wirHichen Bedingungen unseres Problemea entscheidend 
entfemen, dafs wir nach dem Grenztibergange nicht mehr den Kreisel 
mit festem Punkte sondem genau genommen den anf der Unterlage 
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frei beweglichen Kreisel vor uns bahen und dais die Befestigung des 
Punkies 0 in dem Mafse in Fortfall kommt, als wir den Kegel flacber 
'werden lassen. Es gehl bier wie so oft in den Anwendungen ? dafs 
ein Grenziibergang matbematiscb bequem aber pbysikaliscb wldersinnig 
ist (man denke an den tlbergang von molekularen zu unendlieb kleinen 
Dimensionen in der gesamten tbeoretischen Physik) und dafs man nacb 
den Bedingnngen der Aufgabe nnr bis in die Nolle der Grenze, nicht 
bis mr Grense seTbst geben durfte. In alien solcben Fallen wird die 
stillscbweigende Voraussetzung gemacht, dafs die matbematische Be- 
bandlnng des Grenzfalles nicbt wesentlicb von dein Falle der Wirk- 
licbkeit abweicbt, eine Yoraussetzung, die dureb die Resultate der 
Bebandlnng in der Begel bestatigt wird. Die entsprecben.de Voraus- 
setzung wollen wir bier ausdrueklich bervorbeben: Wir nehmen an, 
dafs seitlicbe Bewegungen des Punktes 0 dureb geeignete mecbanische 
Yorriebtnngen an der Unterlage ansgescblossen werden, dafs wir aber 
im tJbrigen die Reibungswirkung obne erheblicben Febler so bereebnen 
durfen, als ob die Tlnterlage eine Ebene ware. 

Der Ubergang von dem nrspriinglicben £eruhrungs7cm$e zu dem 
inmiiiebrigen. RertihrungBpimJrfe ist desbalb geboten, weil wir sonst in 
endlose Weiternngen betr. die elastiseben Deformationen an der Be- 
rubrungsstelle verfallen wiirden. Wollten wir namlicb mit dem Be- 
ruhxxmgskreise operiexen, so naiifsten wir ; um die Reibung bestimmen 
zu konnen, zunaebst feststellen, wie sicb der Gegendruck der Pfanne 
auf den Kreisel liber den Uxnfang des Beriibrungskreises verteilt. Dies 
ist aber eine der vielen und wichtigen Fragen, die vom Standpnnkte 
der Mechanik starrer Korper unbestimmt bleiben und zu deren Beant- 
wortnng die Elastizitatstheorie herangezogen werden miifste. All- 
gemein lassen sicb bekanntlieb, wo es sicb um die Lagerung eines 
Korpers bandelt, nur seeks Auflagerunbekannte aus den seebs Gleich- 
gewiebtsbedingungen der gewobnlichen Statik im Raume bestimmen. 
Komraen deren mebr vor, so bleiben die iibrigen statisch unbestimmt 
Bei unserem Berubrungskreise baben wir aber unendlieb viele Auf- 
lagerunbekannte , weil der Auflagerdruck in jedem Element© unseres 
Beriibrungskreises nacb Grofse und Riebtung unbekannt ist. Die 
Frage gebort also in das Gebiet der Elastizitat. Miissen wir aber 
erst einmal die elastiseben Deformationen in Recbnung setzen, so miissen 
wir aucb berilcksicbtigen, dafs der Beriibrungs&ras wegen der elastiseben 
Abplaitung der Oberflachen tbatsaeblieb in eine Berabi’ungs//db/ie iiber- 
geben wird. Die Grofse dieser Flache und die F ormanderungen unserer 
Kegel- und Kugeloberflacbe miifsten auf elastisebem Wege ermittelt 
werden. Erst, wenn dies gescheben, konnten wir die Verteilung des 
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Gegendruckes und die Grofse der Reibung angeben. Die aufserordent- 
licben Scbwierigkeiten, welcbe sick bieraus ergeben, umgeben wir eben 
durcb nnsere Annabme einer absolnt fiacben Pf ann e und einer punkt- 
fonnigen Beriibrung. 

XJnter dieser Annabme ergiebt sicb der Gegendruck der Pfanne 
oder die Reaktion R derselben in vertikaler, d. h. zur Pfanne normalen 
Ricbtung durcb die einfacte Betracbtimg, die wir pag. 515 fur den 
auf der Horizontalebene beweglicben Kreisel anstelltem Aus dem 
Xixipulssatee folgt namlicb bier wie dort 

(1) R-M(g + z"), 

under z die vertikale Koordinate des Schwerpunktes in dem vom Be- 
zugspunkte 0 auslaufenden festen ^^-Koordinatensystem yerstanden 
(ygl. Pig. 74b). 

Beziiglicb des Vorzeicbens yon R ist Polgendes zu beacbten: Die 
Pfanne kann vermoge ibrer Festigkeit zwar, wenn es notig ist, einen 
aufserordentlicb boben positiven Gegendruck bergeben, (unter positiy 
die Ricbtung von unten nacb oben yerstanden), aber nicbt den ge- 
ringsten mgativen. Sobald sicb ein solcber im Verlauf einer be- 
stixnmten Bewegung aus (1) berecbnet, wiirde die Pfanne nicbt aus- 
reichen, um die Rube des Punktes 0 zu sichem: der Kreisel wiirde 
bei verscbwindendem R die Pfanne verlassen und sein unteres Ende 
in die Hohe schnellen. Yon nun ab bewegt er sicb nicbt mebr wie 
der Kreisel mit festem Stutzpunkt, sondem besehreibt eine Poinsot- 
bewegung im freien Raume um s einen Scbwerpunkfc, wabrend sicb 
der Scbwerpunkt selbst den Fallgesetzen gemafs bewegt. Wir wollen 
solcbe Bewegungen von der Betracbtung ausscbliefsen, also annebmen, 
dafs dauemd 

9 + *" > 0 

ist. Es stebt mit dieser Annabme im Einklang, wenn wir spaterhin 
sogar voraussetzen werden, dafs die Scbwerpunktsbescbleunigung 
dauernd sebr klein ist gegen die Fallbescbleunigung g f so dafs wir 
den Gegendruck R auf seinen „statiseben“ Bestandteil 

(2) R = Mg = dem Kreiselgewicbte 

reduzieren und von dem „dynamiscben Bestandteil^ M/' abseben konnen. 
Dies ist eine Vernacblassigung ( Y ernachlassigimg I), die wir im Interesse 
der Durcbfiilirbarkeit des Reibungsproblemes macben; die Gultigkeit 
unserer Resultate wird dadurcb auf eine Klasse von Bewegungen be- 
scbrankt, die wir als ,,Pracessions-abnlicbe“ bezeicbnen konnen. (Bei 
der regularen Pracession ist ja z — const., also z" — 0; Pracessions- 
abnlicb kann daber eine Bewegung genannt werden, wenn z' niemals 
von Null sebr verscbiedene Werte annimmt.) 
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Zugleich mit B ist aueh die Reibnng im Bertihrungspunkte P 
bekannt. Wir unterscheiden dabei zunachst gleitende und bohrende 
Reibnng, bemerken aber, dafs die gesonderte Beredmung beider zu 
Bedenken Anlafs giebt, die im § 6 besprochen werden sollen. Fiir das 
Folgende kommen diese Bedenken nicbt in Betracht, da, wie wir seben 
werden, bei einigermafsen betracbtlicber Neigung der Figurenaxe die 
bohrende Reibnng gegeniiber der gleitenden Reibnng veruachlassigt 
werden barm. 

Die gleitende Reibnng ist eine im Beriihmngspnnkte P angreifende 
Einzelkraft von der Grofse 
(3) W= fiB, 

deren Ricbtnng horizontal ist und, ebenso wie die Bewegungsrichtung 
von P, anf der augenblicklicben Rotationsaxe OB senbrecbt stebt 

(vgl. Fig. 75). Fur den Bezugspunkt 0 
ergiebt sicb bieraus eine Drebkraft von der 
Grofse 

(4) M 1 — QfiR, 

wo q den Hebelarm von W in Bezug anf 
0 , d. i. den Radius OP der begrenzenden 
Kugel bedeutet. Die Axe dieser Dreb- 
kraft stimmt mit der Ricbtnng der Hori- 
zontalkomponente des Drebungsvektors 
iiberein. 

Die bohrende Reibnng berecbnen wir 
durch ibr Moment M 2 , welches die Verti- 
kale OP zur Axe hat und dem Sinne 
nacb der Yertikalkomponente des Drehungsvektors entgegengesetzt ist. 
Der Grofse nacb ist (vgl. den vorigen Paragraph) 

(5) Mg, = [i'll ~ [iaB. 



Wir wiinscben uns ein Urteil dariiber zu bilden, wann der eine nnd 
warm der andere Reibnngseinflufs liberwiegen wird. Zn dem Zwecke 
berecbnen wir die zugehorigen Arbeitsverlnste d%^ nnd wabrend 
eines Zeitintervalles dt Bedeutet Q die Grofse der augenblicHichen 
Rotationsgeschwindigkeit, a den Winkel zwischen der Yertikalen nnd 
dem Rotations vektor OB, also Q sin a die Horizontal-, Q cos cc die 
Yertikalkomponente des Drebungsvektors , so wird 

(6) M t Q sin adt, d% = - Mg Q cos ccdt 

und 

dSt* : d% t ** p sin a : a cos a **» p tg a : a. 



§ 3 Gleitende und bohrende Reibimg beim Kreisel. 


551 


Die Ghrofse a, welche im yorigen Paragraph als mittlerer Radius der 
Benihrungsfiache gedeutet wurde, konneri wir entsprechend der Ent- 
stehungsweise unseres Beruhrungspunktes P aus dem ursprftngilchen 
Beruknmgskreise als Radius dieses letzteren anspreehen. Die Grrofse 
q ig cc andrerseits bedeutet (vgL Pig. 75) den Abstand des Beruhrungs- 
punktes P von dem Durcbstofstmgspimkte Q der augenblicHieben 
Rotationsaxe mit der horizontalen Pfannenoberflache. Unger© ror- 
stehende Proportion besagt daher, dafs die Arbeit der gleitenden 
Reibnng kleiner oder grofser wie die der bobxenden Reibimg ist, j© 
nachdem die angenblicklicbe Rotationsaxe den Berfthrungskreis durch- 
seizt oder nicbt. Lassen wir den Beriiimingskreis nahezu in einen Pirnkt 
zusammenschrumpfen, so folgt, dafs nur bei nahezu rertikaler Lage 
der Rotationsaxe die bohrende Reibimg neben der gleitenden in Be- 
tracht kommt, dafs dagegen bei merklich nicbt vertikaler Rotationsaxe 
die gleitende Reibnng erheblicb mehr Arbeit absorbiert und daher ©r- 
heblich grofseren Einflufs auf den Bewegungsverlauf hat. Hieraus 
leiten wir die Berechtigung ah, im Folgenden die bohrende Rdbung im 
AUgemeinen gegenuber der gleitenden Meibung m vernachlassigen (Yen- 
machllssigimg II). Da bei den zu betrachtenden Bewegungen die 
Pigurenaxe nahezn der Rotationsaxe folgt, so wird die genannte Yer- 
naehlassignng solange zulassig sein, als die Figuremxe nicht merUich 
vertiJcal steht 

Wir wollen die Arbeit der gleitenden Reibnng sogleich noch auf 
©ine zweite Weise ausdr&cken, namlich dnrch die Euler’schen Winkel 
ip, Wir losen zu dem Ende den Rotationsvektor 2 in seine 
drei Komponenten <p\ ip', &' nach der Piguren- 
axe, der Yertikalen und der Knotenlinie auf. 

Projizieren wir alsdann den aus den drei 
Seiten q>\ ip\ & gebildeten Linienzug auf 
die Horizontalebene durch 0, so ergiebt sich 
die Horizontalkomponente des Rotations- 
vektors. Dieselbe wird nach Pig. 76: 

Q sin a « Y&* + <p r% sin 2 
Nach (4) und (6) ergiebt sich daher 
(7) d%^- + ?/* si tf frdt. 

Durch eine Heine formal© Umanderung 
ktenen wir diesen Ausdruck als linear© 

Punktion der Koordinatenandenangen d<p, dip schreiben, wie wir 
ihn zum Ansatz der Lagrange’schen (Heiehungen brauchen werden. 
Wir setzen namlich (7) so tun: 
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f d& L q/snPfrdy ^ 

\ lAV * _ 1 _ nT^sirT 2 ’ W 8 4- a/ 9 ’ sin 2 & 7 


Die Koeffizienteu von d&, dtp, dtp in diesem Ausdruek nennen wir 
(Tgl. z. B. pag. 78) die „Komponenten der gleiteuden Reihung im Sinne 
der Koordinaten <p, ip“ and sclireiben: 


( 9 ) Q^-QtiB 


p>' s -p. v '* siaM 


d>! = — QjlB 


cp sin 2 # 

y&'zjf- cp'* sin 2 # 


H^-0. 


Beziiglicli der Grrofse dieser Reibungstompoaenten werden wir uns 
ebenfalls eine TJngenauigkeit zu Schulden kommen lassea (V ernacli- 
llssigtrag JH). Bei den wichtigsten Kreiselbewegungen fallt der Rota- 
tionsvektor imrner nahezn mit der Figurenaxe zusammen. Bs wird 
also die Komponente <p’ des Rotationsvektors nact der Figurenaxe 
erheblick grofser wie die Komponente nach der Knotenlinie. Bei 
der regularen Praeession wird sogar nnter Absehung von der Reibung 
&■' genau gleicb Null. Indem wir also festsetzen ; dafs in den Aus- 
driicken der Beibungsarbett und der Betbungskrdfte & gegen <p' gestrichen 
werden soil, bescbranken wir unsere Betraebtung abermals auf die 
„Pracession s - ahnlicben Bewegungen". 

In diesem Sinne scbreiben wir (7) und (9) 


( 10 ) 


d% x — 4* QitR<p r sin &dt, 

<$>! =* T qiiR sin #, y V t = Q t == 0 . 


Einer Erlauterung bedarf bierbei nocb das doppelte Vorzeichen in (10). 
Es isi Har, dafs die Quadratwurzel in 61. (7) stets mit dem positiren 
Zeicben zu recbnen ist ? da die Reibungsarbeit stets negativ ist„ Dasselbe 
gilt yon den Quadratwnrzeln in 61. ( 8 ) und (9). Entwickeln wir diese 
Wnrzeln nacb &/ <p' } so baben wir sie in erster Naberung gleicb 
1 9 ' sin#|, d. b. gleicb + cp'sin# zn setzen, je nachdem tp selbst po- 
sitiv oder negatiy isi Dies gilt insbesondere aucb fftr den "Wert yon 
<t> 1; in dem wir den Nenner | ip sin # | gegen Faktoren des Zahlers 
<p' sin 2 # geboben baben. Das obere Yorzeicben in den Gl. (10) isfc 
also in denjenigen Fallen zu wablen, wo der Kreisel um die Figuren- 
axe im Sinne des Ubrzeigers rotiert (g/> 0 , Fig. 77a), das nntere im 
entgegengesetzten Fall© (cp'<0, Fig. 77b). 

Wir baben jetzt alle Vorbereitungen zur angenaherten Losung des 
Reibungsproblemes getroffen, die uns im nachsten Paragrapben be* 
scbaftigen soil. Namentlich werden wir uns dabei von der aus der 
Beobacbtung woblbekannten Tbatsacbe Recbenscbaft zu geben baben, 
dafs die Figurenaxe des Kreisels durch die gleitende Reibung im Mittel 
langsam aufgericbtet wird. 
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Es wird aber gut sein, eben diese Tkatsacke schon Yorker auf 
einem wenn auck sehr ungenauen Wege plausibel zu machen, der tins 
die Wirkung der Reibung rein anschauiick zu verfolgen erlaubl 

Wir nekmen an, der Kreisel befinde sick in sckneller Rotation 
und die Rotationsaxe falle nakezu rait der Figurenaxe zus&mroen. Ein 
gleiekes gilt dann auck toil der Impulsaxe, deren Lage sick ja aus 
der Lage von Figurenaxe und Rotationsaxe bestimmt. Wir kaken also 
zur Versinnlickung des Impulses von 0 aus einen sehr langen Yektor OJ 
abzuixagen, und zwar ungefakr in der Ricktung der positiven Figuren- 
axe, d* k. nack oben kin, oder in der ungefakren Ricktung der negativen 
Figurenaxe, d. k. nack unten kin yerlaufend, je nackdem die Rotation 
des Kreisels im Sinne des Uhrzeigers oder im entgegengesetzten Sinne 
um die positive Figurenaxe erfolgt. Die Rotation selbst wird durck 
einen Yektor OB dargestellt, welcker annakemd ebenso wie der Impuls 
gericktet ist, also das eine Mai nack oben, das andere Mai naek 
unten. Den ersten Fall stellt Fig. 77 a, den zweiten 77b dar. Der 
Einflufs der gleitenden Reibung auf die Kreiselfoewegung aufsert sick, 
wie wir saken, in dem Auftreten eines Momentes M 1} welckes dieselbe 
Axe wie die Horizontalkomponente des Rotationsvektors und den ent- 
gegengesetzten Sinn kat. Tragen wir also die Horizontalkomponente 
OH des Rotationsvektors in unseren beiden Figuren ein, so ist da- 
durck der Sinn des Reibungsmomentes bestimmt. Der fragiicke Pfeil, 
welcker M t darstellt, mufs in Fig. 77a von rechts nack links, in 77 k 
von links nack reckts verlaufen. 




Nack den fundamentalen Eigensekaften des Impulsvektors setzt 
sick nun dieser in jedem Zeitteilchen dt mit dem Zusatzimpuls der 
aufsereu Krafte zusammen. Soweit letzterer von der gleitenden Reibung 
kerriikrt, ist er gleick MJlt\ das Resultat seiner Zusammensetzung 
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mit dem Impuls vektor OJ ist in den beiden Figuxen angedeutet. In 
beiden Fallen besteht die Wirkung des Zusatzimpulses darin, dafs die 
Horizontalkomp onente des Gesamtimpulses etwas verkleinert wird ; die 
Vertikalkomponente ungeandert bleibt. Der Grbfse nach wird also der 
Impuls etwas geschwacht 7 der MicMung nach etwas mehr vertikal gestellt . 
Sein Endpunkt wandert ddbei in der dutch den Endpunkt des Anfangs- 
impulses gelegten Sorizontaleb&ne von J nach J v 

Der Einflufs der Reibung auf die RicMungsandenmg des Impuls- 
vektors wird offenbar um so geringer sein ; je grofser die jeweilige 
Lange des Impul^Pfektors ist ^ denn die Hinzufugung der Meinen btrecke 
JJ 1} welcbe nur von der Grbfse des Gegendruckes R f rom Reibungs- 
koeffizienten p } dem Kugelradius p und dem Zeitelement dt abkangt, 
macbt gegeniiber einem langen Vektor OJ weniger ans wie gegeniiber 
emem kiirzeren. Die Umlagerung des Impulsvektors erfolgt also um so 
langsamer , je starker der Anfangsmpuls war Oder je scJmeller der Ereisel 
ursprunglich rotierte. 

NatMich wird der Impuls vektor OJ gleichzeitig aucb durcb die 
Einwirkung der Scbwere abgeandert. Aus diesem Grand© verschiebi 
sich der Endpunkt dee Impulses in jedem Augenblicke im Sion© der 
Axe des Schweremomentes 7 d. b. im Sinne der Knotenlinie. Da aber 
die En ote nlinie auf der Figurenaxe gen.au und auf der Impulsaxe an- 
genabert senkrecfat steht, solange unsere Voraussetzung des angenaberten 
Zusammeuf aliens von Figuren- und Impuls axe zutrifft, bringfc die Schwere- 
wirkung angenabert keine Anderung in der Grbfse und Neigung des 
Impulsvektors gegen die Yertikale bervor. Da tiberdies die Knoten- 
linie auf der Yertikalen genau senkrecbt stebt ? tritt der Impuls- End- 
punkt aucb wegen der Scbwerewirkung nicbt aus der gen&nnten fasten 
Horizontalebene beraus. Unsere obigen Bebauptungen bezdglicb der 
Groften- und Lageuandertmgen des Impulses bleiben also aucb bei 
Berftcksicbtigung der Scbwerewirkung besteben. Man bemerke ins- 
besondere, dafs der Sinn des Scbweremomentes ; welcbes von der Lag© 
des Scbwerpunktes auf der Figurenaxe abbangt ; fur unsere tlberlegung 
belanglos ist. Der Impulsvektor wird also je longer je mehr dutch die 
Reibung aufgerichtet } gleichviel oh der Schwerpunkt oberhaib oder unierhMb 
des Unterstutmngspunldes liegt 

Wir mbcbten nun aber zeigen — und erst mit diesem Nacbweis 
©rreichen wir unsem eigentlicben Zielpunkt — , dafs sich ebenso wie 
die Impulsaxe aucb die Figurenaxe des Kreisels verbal! 

Zu dem Ende bemerken wir> daft zunacbst die Rotationsaxe bei 
dem Kugelkreisel genau ? bei dem symmetrischen Kreisel angenabert 
der Lage der Impulsaxe folgen wird. Die Figurenaxe andrerseits wird 
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fortgesetzt um die jeweilige Rotationsaxe anf einem Kegel umgedreht 
Und zwar geht bei hinreichend starkem Eigenimpuls diese Umdrehung 
viel sehneller vor sich, wie der Weebsel der Rotationsaxe selbsi, der- 
art, dafs wabrend einer vollen Umdrehung der Figurenaxe sicb die 
Rotationsaxe nur wenig yerscboben bat. In der That wird die Be- 
wegung der Impulsaxe und daber ancb die der Rotationsaxe um so 
langsamer, je grofser der dem Kreisel ursprunglicb erteilte Impuls war, 
wabrend die Umdrebung der Figurenaxe um so scbneller wird, je 
grofser jener Impuls ist. Von einer gewissen Grofse des Impulses ab 
wird also die Bewegung der Rotationsaxe als unendlicb langsam gegen- 
ilber der Bewegung der Figurenaxe gelten konnen. Sie verlauft alsdann 
in solcbem Sinne, dafs der Winkel zwischen Rotationsaxe und Figurenaxe 
sicb jedenfalis nicbt dauernd, bocb&tens einmal fur kurze Momenta 
vergrofsert und immer kiein bieibt. Somit folgt: Im Mittel mufs sich 
auch die Figurenaxe unter der Einwirkung der Reibung aufrichten, und 
mm um so langsamer , je sehneller die anfdngliche Rotation war . Dieser 
mittleren Bewegung werden sicb Heine Scbwankungen oder Nutationen 
der Figurenaxe tfberlagem, die von der fortgesetzten Umdrebung um 
die Rotationsaxe herriihren und die die Figurenaxe abwechselnd der 
Vertikalen nahera und von ihr entfemen. — 

Dafs die Eeibung ©in Aufrichten der Figurenaxe auch darn zur 
Folge hat, wenn der Schwerpunkt oberbalb des Stfitzpmikfces liegi, 
und daber mit der Hebung der Figurenaxe eine Axbeitsleistung yer- 
bunden ist, kann vielleicht. anf den ersten Bbck uberraseben. Bonn 
die Eeibung kann docb stets nur Arbeit verzehren und kerne Arbeit 
leisten. In Wirklichkeit liegt nattirlieb die Sacbe so, dafs die zur 
Scbwerpunktsbebung erforderliebe Energie aus der lebendigen Kraft 
des Kreiseis bestritten wird, yon der aucb die Eeibung zehri. Die 
Verkiirzxmg des Impuls vekt or s, welcbe eine Verminderung der leben- 
digen Kraft zur Folge bat, bildet daber, fells der Schwerpunkt ober- 
balb des Stiitzpunktes liegt, ein notwendiges Korrelat zur Aufricbtung 
des Impulsvektors und zu der der Figurenaxe. 

Das Endergebnis der gleitenden Reibung ist somit die auf- 
rechte Kreiselbewegung. Der zu dieser Bewegung verfiigbar bleibende 
Impuls ist durcb die anfangliche V ertikalkomponente n des Impuls- 
yektors gegeben, durcb welcbe sicb aucb die gleichformige Rotations- 
gescbwindigkeit bei der aufreebten Bewegung yorausbestimmt Nach- 
dem einmal Impuls-, Rotations- und Figurenaxe in der senkreebten 
Lag© zusammengefallen sind, ist die gleitende Reibung aufser Tbatig- 
keit gesetzt: der Kreisel konnte unserm bisherigen Ansatz zufolge in 
dieser Lage ungescbwacbt f dr alle Zeit forfcrotieren. 
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Letzteres widersprichi aber offenbar der gemeinen Erfahrang, wo- 
nach jede Bewegung durch Reibungseinfliisse sehliefslich definitiv re r- 
nichtet wird. In der That ist jenes Ergebnis auch nur eine Folge der 
willkitrlichen TJnterscheidung zwischen gleitender und bohrender Reibung 
und der Yernachlassigung der letzteren. Wir miissen uns daher jetzt 
noch ein ungefahres IJrteil iiber die Wirhung der bohrenden Beibung 
verscha ffen. 

Nach dem obigen vorlaufigen Ansatz liefert die bohreude Reibung 
ein Moment, welches der Y ertikalbomponente des Rotationsvektors ent- 
gegenwirkt. Ini Falle von Fig. 77a (Rotation im Sinne des Ulirzeigers 
um die Figurenaxe) ist der Rotationsvektor nach oben gerichtet, also 
wiirdc das Drehmoment M 2 der bohrenden Reibung durch einen Pfeil 
darzustellen sein, der von 0 aus nach unten lauft. Dieses Drehmoment 
setzt sich ebenso wie das Drehmoment der gleitenden Reibung in jedem 
Augenblicke mit dem vorhandenen Impuls OJ zusammen. Hierbei wird, 
wie man sieht, der Impnlsvektor von der Vertilcalen abgelenkt , in dem 
sein Endpnnkt etwa von J nach J 2 verlagert wird. 

Das gleiche gilt aber auch im Falle der Fig. 77 b, wo der Pfeil 
des Drehmomentes M 2 nach oben weisen wiirde und der Impuls bei der 
Zusammensetzung mit Jtf 2 gehoben wird. Sein Endpunkt wandert 
dabei etwa von J nach J 2 . In beiden Fallen ist die Ilmlagerung des 
Impulses zufolge der bohrenden Reibung mit einer Verlmrmng des Im- 
pulses verbunden. 

Die bohrende Reibung arbeitet also in einer Ilinsicht der gleiten- 
den Reibung entgegen: sie strebt dm Impulsvelctor von der Vertikalen 
m entfernen. In anderer Hinsicht wirkt sie in gleichem Sinne wie die 
gleitende Reibung: sie schwaclit den Impuls da/ucrnd. Da wir sahen, 
dafs der Einflufs der bohrenden Reibung, solange die Rotationsaxe 
merklich von der Yertikalen verschieden ist, klein gegeniiber dem Ein- 
flufs der gleitenden Reibung ist, so wird dieser letztere jedenfalls den 
Ausschlag geben und es wird trotz der bohrenden Reibung ein Auf- 
richten der Figurenaxe erfolgen. Hoehsiens konnte das Zeitmafs des 
Aufrichtens durch den Einflufs der bohrenden Reibung etwas verzogert 
werden. Andrerseits ist zu beachten, dafs das Aufrichten um so 
schneller erfolgt, je kiirzer der Impnlsvektor ist, dafs also die bohrende 
Reibung, indem sie die Lange des Impulsvektors reduziert, ihrerscits 
das Aufrichten indirekt beschleunigt. Diese indirekte Wirkung der 
bohrenden Reibung wird daher ihre direkie Wirkung, den Impnlsvektor 
von der Yertikalen abzulenken, teilweise kompensieren. 

Ist aber die aufrechte Lage annahernd erreicht, so tritt die bohrende 
Reibung als die Hauptsache in ihr Reeht, weil alsdann die gleitende 
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Reibung sehr Hein geworden ist. Durcb die bohrende Reibung wird 
der nunmehr vertikal gesiellte Impuls dauemd weiter geschwacht, oime 
dafs der Oharakter der aufrechten Bewegung zunachst wesentlich ge- 
andert wird. Die Rotationsgesebwindigkeit der aufrechten Bewegung, 
die Yermoge der gleitenden Reibung unYerandert fortbesteben konmte, 
wird also durcb die bohrende Reibung mein* und mehr berabgesetzt. 
Schliefslieh mufs der Impuls bis auf diejenige Grofse reduziert sein, 
bei welcber die aufrecbte Bewegung instabil wird, wenn der Scbwerpunkt 
fiber dem XJnterstutzungspunkie liegt. Jede kleinste Stoning erzeugt 
jetzt merklich© Sehwankungen der Figurenaxe, die bei weiter abneh- 
mendem Impuls ibrer Amplitude nacb zunehmen, bis der Kreisel urn- 
fallt und nacb einigen scbeinbar regellosen letzten Anstrengungen defi- 
nite zur Rube kommt. 

§ 4. Quantitative® fiber den EmfiuTs der gleitenden Keibung auf die 
Neigimg der Fignrenaxe, GrapMscbe Integration der zugeborigen 

Differentialgleicliung. 

Die geeignetste Grundlage fiir eine eingebendere Bebandlung unseres 
Reibungsproblems liefern die Gleiebungen von Lagrange in den Euler- 
scben Winkeln. q>, Nehen den Gesehwindigkeitskoordmaten <p', 

y & werden wir die Impulskoordinaten [4>] ===== N, [¥] = n 7 [0] be- 
nutzen. Bei ITberaahme der Bezeicknung N, die friiher als Integrations- 
konstajite eingefukrt wurde, ist zu beachten, dafs diese Impulskoordi- 
nate jetzt nicht mehr konstant ist, sondern durcb die gleitende Reibung 
stetig abgeandert wird, wie denn bei Beriicksichtigung der bobrenden 
Reibung aucb die Impulskoordinate n variabel werden w&rda Die auf 
den Kreisel wirkenden Krafte besteben aus der Schwere und der gleiten- 
den Reibung, wenn wir (Vernachlassigung II) von der bobrenden Rei- 
bung abseben. Die Schwere giebt nur urn die Knotenlinie, die gleitende 
Reibung auf Grand unserer Vernachlassigung III (s. die GL (10) des 
vorigen §) nur am die Fignrenaxe zu einem Moment© Anlafs. Die 
Koordinaten der aufseren Kraft, beztiglicb der drei EuleFscben Winkel, 
werden daber durcb die folgende Tabelle gegeben: 

| 9P # 

Schwere j 0 0 P sin -0- 

Gl. Reibung | Mg sin <9* 0 0 

Hicrbei ist aucb bereits von der Vernachlassigung I Gebraucb ge- 
macht, indem der Gegendruck in it seinem statischen Bestandteil Mg 
identifiziert wurde. 


Xleisi-Sommerfeld, Kxeisfclb traregiuig. III. Aufl. 


$6 
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Die Grundgleiclnmgen, yon denen wir ausztigehen haben, sind in 
ganz ahnlicber Form scbon pag. 154 nnd pag. 220 u. if. entwickelt 
worden; sie tauten: 

a) Der Ausdruck der lebendigen Kraft des symmetriscben Kreiseis: 

(1) T - ~ (sin* + #' s ) + (<?' + cos df)*. 

b) Der Zusammenhang zwischen Impuls- und Geschwindigkeite-* 
koordinaien: 


( 2 ) 


[^] =» N =» -g— ? “ C (tp f *4" %"p r ) y 

[¥] = n — 4^7 — A sin* fhf/ + C cos & (tp r -j- cos 


[ 9 ] 



c) Die Auflosung der beiden ersten der vorstehenden Gleichungen 
nach den Geschwindigkeitskoordinaten: 


(3) 


*' 


n — cos tN _ N — cob tin , ( 1 \ at 

j4sin s # J ^ ~ J.sin*# \<7 X/ 1 ' 


d) Dear parfcieUe Differentialquotient der lebendigen Kraft nach der 
Koordinate &: 


(4) 


* A (cos — N) sin tip' 


(N — cos & n) (« — cob tN) 


e) Daa Gesetz fiir die Impnlsandertmgen oder die Lagrange’scben 
Gleichnngen. ins engeren Sinne: 


( 5 ) 

( 6 ) 

CO 


d-n 

dl 

dlT 

dt 


= 0 , 

«* T Qfi Mg sin 4h 


AV + 


(IT — coB&n) (n — cos & IT) 

IsW 


** P sin &. 


Stait der Gleichong (7) haben wir beim reibongslosen Kreisel den 
Satz der lebendigen Kraft; benutzt, der sieh dadurch empfahl, dafs er 
die Ausfuhrung einer Integration in sich schlofs. Im yorliegenden 
Falle geht dieser Vorteil verloren, well der Reibung&widerstand keine 
konservative Kraft ist . und wird daher die Gleichung (7) wegen ikrer 
einfacheren Banart beqnemer ale jener Satz, 

Wir wolien die Bedeutung der letzten drei Gleichnngen der Reihe 
nach durchgehen. 

Gleichung (5) sagt aus, dafs die Vertifadkomponmte des Impubes 
durch die gleitende Beihung nicht beeinflufst wird, wie wir schon im 
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Torigen Paragraph erkannten. n kann. daber nacb wie vor als eine durcb 
den Anfangszustand gegebene Integrationskonst&nte angeseben warden, 
flbrigens folgt dieses Resnltat allein aus unserer V emacUassigung II 

der bohrenden Reibung und ist Yon der Einffthrung oder Nichtein- 

fuknmg der Y emacMassigungen I und III tmabkangig. 

Aus GL (6) schliefsen wir, dafs sich der Ahsolutwert des Eigen- 
impulses N dcmemd im glekhen , ndmlich im abnehmendm Sirtne andert, 
Wegen der Bedeutnng des doppelten Yorzeicbens (vgl. p&g. 552) be- 
recbnet sick namlicb fiir dN aus GL (6) ein negativer oder posifcnrer 
Wert, je nachdem tp oder, was auf dasselbe berauskommen wird, je 
nacbdem N positiy oder negatiy ist. Die Grolse von N konnen wir 

biemacb als eine Art Zeitmesser benutzen, da wir den Ablauf der Be- 

wegung ebensowobl auf die abnebmenden Werte von \N\ wie auf die 
wacbsenden Werte von i bezieben konnen. Mit anderen Worien: wir 
konnen stati der Zeit i die Grofse N als unabhangige Variable dnfiihren * 
Ist die wecbseli3.de Lage des Kreisels, insbesondere der Winkel #, als 
Funktion von N bekanni, so lalst sicb der zeitlicbe Verlauf der Be- 
wegung naebtraglich feststellen, indem man nacb (6) bereebnets 

+ MgpQ J im¥ ' 


In GL (7) kommen zunacbst drei Veranderlicbe vor, namlicb t 9 
N und Statt Muren wir wie friiber die Hiilfsgrofse 
(9) u = cos & 


©in, fiberdies eliminieren wir die Variable t mittels der GL (6) und be- 
nutzen nacb der vorstebenden Bexnerktmg fernerhin N als un&bbangige 
Variable. Zn dem Ende ist es nur notig, die nacb der Zeit genommenen 
Differentialquotienten von & durcb solche nacb N zn ersetzen. Wir 
baben: 


( 10 ) 


d<& d& AN — -nx- » « d& -n*r dit 

n - In • It ” + w Mg am 9 3V* 

d®# , nr d s u dN , , r vs d*n . ~ 
SF -± PP Mg 3^1 • -3J- — (ef* Mg? 8m »• 


GL (7) lafst sicb daber mit Rucksicbt auf (9) und (10) in die folgende 
bemerkenswert einfacbe Form scbreiben: 

f d*u (N — un) (n — uN) P 

(11) (p Mg'? gy, - y —~j?d±^r - ~ j' 

Dos Problem ist somit auf eine einzelne gewohnliche Bifferentialgbichung 
0 weiter Ordntmg zvuischm u und N redmiert. 

Wir beabsichtigen nicht, dies© Gleidmng in geschlossener Form 
Oder durcb irgend welebe Reihenentwicklung zu integriereau Viebnebr 
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werden wir versucken , auck ohne formelmafsige Integration duxcli sack- 
gem afse Diskussion der Differentialgleickung das Wesentliche iibei den 
Yerlauf der Integralkurve zu erfakren. 

Da die Gestalt der Integralkuxve wesentlick von ikrer Krumraung 
■and diese von deni zweiten Differentialquotienten akkangt, so weiden 
wir darauf gefukrt, die reckte Seite von (11) naker zu studieren. Und 
zwar werden wir zunackst feststellen, wo die reckte Seite einen Yor- 
zeickenwecksel aufweist. Zu dem Zwecke ketrackten wir die Gleickung. 
(12) * (n-tcN)(N-un)~AP(l-u 2 ) 2 ^0. 

Hicr ist es nock bequem, mit dem Quadrat der Impulskonstanten n zu 
dividieren und die Abkiirzungen 


(13) 


v == • 


N 


-h nr 


AP 


einzufukren, Die Grofse v ist dann, ebenso wie der Neigungscosinus 
Uj eine reinc ZaHL Das Gleicke gilt nack pag. 293 von der Grofse 
-f-m 2 , wobei das positive oder negative Yorzeicken zu waklen sein wird, 
je nackdem P positiv oder negativ ist, der Sekwerpunkt also iiber oder 
unter dem Stutzpunkte liegt. TTnsere Gleickung (12) verwandelt sick 
so in eine Gleickung zwiscken den drei unbenannten Zablengrofsen u, 
v und m 2 ? namlick in: 

(14) (1 •— uv ) (v — u) = ± m 2 (1 — u 2 ) 2 . 

Wir deuten u als Ordinate, v als Abscisse in einer t*,t;-Ebene; die 
dureh (14) dargestellte, in dieser Ebene verlaufende Kurve vierter 
Ordnung bezeicknen wii* als Leitlinie, da sie der spater zu konstruieren- 
den Integralkurve gewissermafsen als Fiikrung dienen wird. Die In- 
tegralkurve der Gl. (11) mufs sicb, wie wir zeigen werden, um unsere 
Leitlinie in unmittelbarer Umgebung derselben kerumscklangeln. 

Die Gestalt der Leitlinie ist in Fig. 78 dargestellt; und zwar be- 
ziekt sick die ausgezogene Linic auf den Fall P > 0, wo in (14) das 
positive Zeicken gilt, die punktierte Linie auf den l?all P < 0, in 
welckem m 2 mit dem negativen Yorzeicken verseken ist. Wie GL (14) 
zeigt, entstekt die letztere aus der ersteren, wenn man u, v mit —u,—v 
vertausekt, wenn man also die erstere Linie urn den Anfangspunkt der 
u, *;-Ebene durck den Winkel von 180° drekt. Hiernack geniigt es, 
den Fall P > 0 allein zu betrachten, also in GL (14) lediglich das 
obere Yorzeicken zu beriieksichtigen. 

Zur Begriindung unserer Figur 78 sei folgendes kemerkt: Kon- 
struiert man die gleickseitige Hyperkel 1 ~ uv und die Gerade v — u, 
so teilen diese die Ebene in seeks Gebiete; in dreien derselben bat die 
linke Seite von (14) positives, in den iibrigen negatives Vorzeichen. 
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Nur in den ersteren Gehieten, die in der Figur durcb Sckraffierung 
kenntlicb gemaclit sind, bann nnsere Leitlinie verlaufen, da sonst GL 
(14) nicht erfullbar ware. 

Femer ist es fur die Gestalt der Leitlinie wesentlick, dafs wir m 2 
als Heine Zalil voraussetzen diirfen. Denn wir betraebten nur Be- 



wegungen, bei welcben dem Kreisel anf angliek eine scbnelle Umdrehung 
Oder ein starker Impuls erteilt wurde. Unter einem starben Impuls 
verstehen. wir aber nack pag. 293 einen solchen, fur den N 2 erkeblick 
gro&er als die gleichbenannte Grofse AP } fur den also APjN 2 ein 
kleiner eckter Bruch, ^beispielsweise < ist. Da nun die Yertibal- 
komponente n des Impulses von derselben Grofsenordnung wie der An- 
fangswert des Eigenimpulses ist, so wird auch A Pjn 2 = m 2 ein kLeiner 
echter Bruch. In der Figur haben wir nur m 2 = 1/9 gewahlt, weil bei 
noch kleinerem m 2 unsere Zeichnung undeutlich wiirde, wahrend wir 
fur die Zwecke der spateren Rechnung an der Annahme m 2 < ^ fest- 
halten werden. 

Man uberzeugt sich sodann nach der ublicken Methode der Potenz- 
entwicklung leicht, dafs die Pimkte P t (u = v = l) und P 2 (u = v = —■ 1) 
Doppelpunkte unserer Kurve werden und dafs die beiden Kurventan- 
genten in diesen Punkten mit der positiven bezw. negativen Abscissen- 
axe einen Winkel cc einschliefsen, der sieh aus 

*8 “ = VlAm* ( Punkt 


bezw. aus 
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% a “ V i+I w* OP" 1 * 4 P *) 

bereckaet. Im Punkte P A ist der genannte Winkel also ein wenig 
grofser, in. P 2 ein wenig kleiner wie 45°. 

Aus Gl. (14) folgt femer leicht, dafs unsere Leitlixrie eine und nur 
eine zur ®-Axe parallele Tangente mit dem Beriibningspunkte 



besitzt. Hieraus ist zn scbliefsen, dafs die beiden durcb P* nach oben 
Mn verlaufenden Kurvenaste sicb in einer Schlinge vereinigen. Die 
beiden dnrch P a nach links auslanfenden Aste tonnen sick dagegen 
nicbt zusammenscbliefsen, da der obere von ibnen sicb asymptotisch 
der Abscissenaxe annabert. Das gleicbe gilt von dem durcb P t nacb 
unten reehts verlaufenden Aste. 

Durcb diese und abnlicbe Betracbtungen lafst sicb die Gestalt 
unserer Leitlinie mit binreicbender Sicberbeit im Falle P > 0 fest- 
stellen. lire Gestalt im Falle P < 0 wird dann durcb die scbon er- 
wabnte Umdrehung aus jener abgeleitet. 

Welcben Nutzen gewabrt uns nun die Kenntnis der Leitlinie fur 
die Integration der Gleicbung (11)? Wir schreiben uns diese Gleicbung 
zunachst so nm, dafs darin lauter unbenannte Grofsen vorkommen. Zu 
dem Zwecke dividieren wir sie mit f^jA? und ersetzen 

d*u , 1 d*u 

JN' durch 

rj.. 

Der Faktor von ~r wird auf solche Weise, wenn wir die iibliche 

a V* 

Abkuxzung P = ± MgE einfubren: 

=(4?^ KM)* 

mit der weiteren Abkfirzung 



und unsere Gleicbung (11) gebt fiber in 

(15) («■»)■ -«■■••• (*><>) 

bez. im 

(16) („>!)■ ^ _<l=!^S + „-... ( p<0). 

Nun verscbwindet die recite Seite jeder dieser Gleidmngeu nur in 
den Punkten der zugetSrigen Leitlinie und es tritt d&her ein Wechsel 
im Sinne der ExummUng unserer Integralkurve nur ein, wenn diese 
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die Leitlinie tberschreitet Wegen der Bedeutung Ton u =* cos fr 
brauchen wir nur denjeidgen Streifen der w, t?~Eben@ zn betraehten, 
der zwischen den Geraden u ~ + 1 enthalten ist; dieser wird von der 
Leitlinie in vier Gebiete eingeteilt. Das jedem Gebiete zukommende 
Yorzeichen von cPu/dv 2 ist in den Fignren 79 und 80 eingetragen; 
man stellt es am einfacbsten dadurch fest ; dafs man von dem Pnnkte 
u = v = 0 ansgeht, in welchem die recbte Seite von (15) gleich — m 2 y 
die von (16) gleich + m 2 wird. Hierdurch ist das fragliche Yor- 
zeichen fiir jeden Punkt nnseres Streifens bestimmt. In dm mit + 
hezeichneten Qebieten ist die gesuchte Integralkurve } aus der Richtung 
der positiven Ordinatenaxe hetrachtet 7 Jconkav gekmmmt , in dm mit — 
hezeichneten Gebieten konvex; heim Uherschreiien der Leitlinie besitzt sie 
jedesmal einen Wendepunht. 

Um von hierans die Integralkurve wirklich konstruieren zu konaem, 
miiseen wir uns zunachst bestimmt e Anfangsb e dingungen geben. Wir 
bezeichnen den anfanglichen Neignngscosinus der Fignrenaxe gegen 
die Yertikale mit u 0 und setzen etwa fest 7 dafs m Beginu der Impuls- 
vektor genan in die Richtung der Fignrenaxe falle, dafs also der Kreisel 
zn Beginn keinen seitlichen Anstofs erhalte. Dann gibt der Anfangs- 
wert N 0 des Eigenimpnlses zugleich die Gesamtlange des Impulsvektors 
nnd es ist die Y ertikalkomp onente des Impulses n = N 0 u 0 . Unsere 
Integralkurve beginnt daher in einem Pnnkte P 0; dessen Koordinaten 
u Q , v 0 der Gleichung 1 =u 0 v 0 geniigen, welcher also anf der (in Fig. 79 
nnd 80 gestrichelt emgezeichneten) gleichseitigen Hyperbel liegt. Femer 
ist hierdurch zugleich die Anfangstangente der Integralkurve bestimmt; 
wexrn namlich der Impulsvektor die Richtung der Fignrenaxe hat ; so 
fallt auch die augenblickliche Rotationsaxe in die Fignrenaxe hinein. 
Die Fignrenaxe steht also momentan bn Raume still nnd es ist 

= 0 und daher anch = 0 sowie 0. 

dt dN dv 

Unsere Integralkurve setzt also bn Pnnkte P 0 mit einer horizontalen 

Tangent© ein. 

Yon dem weiteren Yerlanf der Integralkurve gilt die ailgemeine 
Bemerkung: dafs sie > auf die Ahscissenaxe senkrecht projiziert, diese 
iSberall einfach uberdeckm mufs . Denn, wie oben festgestellt, nimmt 
der Absolutwert von N mit wachsendem i bestandig ab, desgleichen 
der (notwendig positive) Wert von v => — • Da nun zn jedem Werte 
von t nnr ein Wert von u gehoren kann ; so kann anch jedem Werte 
von v nnr ein Wert von u entsprechen. 

Betrachten wir nun z. B. Fig 79 (P > 0). Der Anfangspunkt P 0 
liegt in einem Gebiete negativer Kr&mmung (d. h. einem Gebiete, wo 
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i 'ftu/dv 8 < 0) ; die Integralkurve ist also toil oben geseheu konvex 
Da sie in P 0 eine borizontale Tangente bat, inufs sie nach unten um- 
biegen und bald zum Scbnitt mit der Leitlinie kommen. Hierbei geht 
sie mit einer Wendung in ein Gebiet positiver Erum.mn.ng uber, ver- 
liiuft also von. jetzt ab nacb oben bin konkav. Die zwei Moglicbkeiten, 




die sicb nnn bieten, sind in Fig. 79 angedeutet: Die Integralkurve 
muls die leitlinie zum zweiten Mai schneiden; dieser Schnittpunkt 
Vann nun entweder, von P 0 aus gerecbmet, diesseits von liegen, 
oder jenseits. Die in der Figur ausgezogene, wellenformige Gestalt 
der Integralkurve entspricbt der ersten, die punktierte Gestalt der 
zweiten Moglicbkeit. Wir wollm zeigen, dafs nur die erste Moglichkeit 
der WirMichkeit entspricht. 

Zum Beweise baben wir aufser dem Vorzeicben der Krummung 
deren Grofse zu beacbten. Letztere ist in recbtwinkligen Koordinaten 
m, v bekanntlicb dureb den Ausdruck 
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a) 


d*u 
dv 2 


gegeben. Wir werden statt dessen als einen angenakerten Ansdrack 
fur die Kriimmung den folgenden 


V) 


dhc 
dv 2 


substituieren, dessen jeweiligen Betrag wir direkt aus der Differential- 
gleiekung (19) entnekmen konnen. Dieser Wert ist allerdings etwas 
zu grofs und stimmt nur dann mit dem genauen Wert der Krummung 
kinreickend iiberem, wenn die Neignng der Kurventangente gegen die 
Abscissenaxe Mein ist. Dais dieses in un serein Falle zutrifft, konnen 
wir nicht nut Sickerkeit behaupten; nur soviel ist nach einer Be- 
merkung auf der vorigen Seite klar ? dafs die Neigung der Kurven- 
tangente niemals unendlieli grofs werden kann; denn dann wiirde die 
Projektion der Integralkurve auf die Abscissenaxe diese nielit xnekr 
eindeutig iiberdecken. 

Auf der Leitlinie selbst hat wie wir wissen die Integralkurve die 
Krummung Null. Ersetzen wir in der Grleichung (15) die Zahl m 2 
dui'cli eine wenig Meinere oder grofsere, so entstehen zwei Nachbar- 
kurven der Leitlinie von wesentlich gleichem Yerlauf, welche beispiels- 
weise b^ide durch den Punkt P t hindurchgehen und sick asymptotisck 
der positiven Abscissenaxe anschliefsen. Wir konnen etwa statt der 
Heinen Zahl m 2 das eine Mai den Weil Null, das andere Mai den 
Wert 2 m 2 einsetzen. Die erste unserer Nackbarkurven fallt dann in 
dem uns interessierenden G-ebiete mit der Hyperbel uv = 1 zusammen, 
die zweite hat die Gleickung 

(1 — uv) (v — u) = 2 m 2 (1 — u 2 ) 2 . 

In den Punkten der ersten bez. zweifcen Naehbarkurve besitzt die 
Integralkurve nach GrL (15) die angenaherte Kriimmung 


bez. 


d*u _ 

— m 2 

1 

dv 3 

(m 2 [&X) 2 


d*n 

2 m 2 — m 2 , 

1 


~ ~ + 

mV* 2 * 

sollte 

etwa -T- sein. 

1UU i 

Der Reibungskoeffizient 


ist ein echter Bruch; als Grofsenordnung kann man etwa — annekmen, 
so dafs [i 2 etwa ~ wird. Auck die Yerkaltniszahl l 


» ™ ist ein 
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editor Bruch, da der Sehwerpunkt einen merklichen Abstand von dem 
fosten Punkte haben mufs, wenn anders wir es uberhaupt mit einem 
„sehweren KreiseF zu tliun haben, wakrend die die Figurenaxe naeli 
untenhin begrenzende Halbkugel sicherlich einen kleinen Radius be- 
sitzen wird. Urn eine bestimmte Angabe zu machen, wollen wir etwa 

.A 2 gleich (d. h. E = ca. 32 p) setzen. Unter diesen Voraussetzungen 

wird die angenaherte Krummung der Integralhurve auf unseren beiden 
der Leitlinie benachbarten Kurven gleicb + 10 6 , der angenaherte 
Krtaimungsradius also nur gleich. ein Milliontel der Einheitsstrecke 
unserer Figur. Dabei ist der Abstand unserer beiden Nachbarkurven 
Yon einander und you der Leitlinie ein aufserst geringer, namlich 
selbst von der Grofsenordnung m 2 und er yermindert sich uberdies mit 
wachsender Annaherung an den Punkt P x . 

Die Krummung der Integralhurve also , die auf der Leitlinie selbst 
dm Wen Null hat, wird in ndchster Ndhe derselben schon sehr grofs . 
Sobald sich die Integralhurve nur merhlich von der Leitlinie entfernt hat, 
mufs sie schleunigst wieder nmbiegen und sich der Leitlinie abermals 
ndhem: Die Integralhurve ist hiernach gezwungen , mit aufserst geringer 
Amplitude und Spannweite urn die Leitlinie herummoscillieren, ahnlich 
wie ein Massenpunkt um eine Ruhelage mit kleiner Amplitude und 
kurzer Sehwingungsdauer heruxnpendelt, wenn er schon be! geringer 
Entfemung you der Ruhelage durch eine grofse Kraft nach jener 
zuriickgetriebea wird. 

Somit ist bewiesen, dafs der in der Figur 79 punktiert gezeichnete 
Yerlauf der Integralhurve bei kleinem Werte von m 2 } d. h. bei grofsem, 
Anfangsimpuls unm5glich ist und dafs der geschlangelte, ausgezogene 
Yerlauf mindestens qualitativ der Wirklichkeit entspricht. Der punktiert 
gezeichnete Weg mag vielleicht bei schwachem Anfangsimpulse zur 
Greltung kommen, doch gehen wir auf diesen minder wichtigen Fall 
nicht ein. Die entsprechenden tJberlegungen und Konstruktionen lassen 
sich fast Wort fiir Wort auf den Fall P < 0 iibertragen; wir konnen 
daher behaupten, dafs auch in Fig. 80 die Integralkurve um die Leit- 
linie herumpendeln mufs und niemals erheblich von ihr abbiegen kann. 

tJbrigens lafst sich die hier befolgte Schlufsweise, die wir als 
graphische Integration bezeichnen konnen, sofort auf deh allgemeinert 
Fall der Differentialgleichung 

£ % U V 

sgr-fM 

iibertragen, wenn die Funktion f(u,v ) in der Umgebung der „Leit- 
linie" f(u, v) = 0 ein starkes Grefalle besitzt und der Anfangspunkt 



§ 4. B&s Aufrichten der Figurenaxe. Graph. Integration der zugehOrigen DifFgL 567 

der IntegraJkurve der Leitlinie nicht zu fern angenommen wird. Aueh 
hier mufs die Integralknrve fortgesetzt um die Leitlinie herumpendeltu 

Uber die Amplitude und Spannweite der Pendelnngen haben wir 
bisber nur gesagt, dais sie aufserst Hein sein mils sen; wir fugen noch 
hinzu, dafs sie um so kleiner ausfaUen mils sen ^ je Meiner die ZaM 
je grofser also der anfangliche Bewegungsimpds i$t } und dafs sie mif 
mnehmender Annaherung an dm Punkt P t ahmlimm mussm . 

Denken wir uns, nra dieses einzuseben, die Niveaulinien des Aus- 
drueks f (u, v) konstruiert, welcher unserer Differentialgleicbung zufolge 
die angenaberte Kriimmnng der Integralknrve bestimmt, in der Weise, 
wie dies fiir die speziellen Niveaulinien f (u, v) = 0 (die Leitlinie)^ 

nnd f(u, v) — ± (die beiden oben genannten Nacbbarkurven) 

gescbeben ist. Diese Niveaulinien liegen um so dicbter, je kleiner m 2 
ist, aufserdem verdicbten sie sicb in der Nahe des Punktes P 1? da sie 
all© durcb diesen Punkt hindurcb miissen. Die Dicbtigkeit der Niveau- 
linien liefert aber direkt einen Mafsstab fiir die fimmmungszmahme 
der Integralknrve in der Nabe der Leitlinie und fur Hire Tendenz, 
nacb der .Leitlinie zuriiekzukehren. Noch anschaulicher konnen wir 
tins den Ausdmck f(u, v) als ein Relief modelliert denken, indem wir 
nns den absoluten Wert von f(u,v) als drilte Koordinat© senkrecht 
zur u f ^-Ebene auftragen, wobei die eben genannten Niveanlinien zu 
Hobenlinien des Reliefs werden. Es entsteht so eine Rhine, deren 
Sohle in der «;-Ebene liegt nnd mit nnserer Leitlinie zusammen- 

fallt und deren Roscbungen beiderseitig um so steiler ansteigen, je 
kleiner m 2 ist und je mehr wir uns dem Punkte P t nabem. In 
letzterem stellen sicb die Roscbungen genau lotrecbt. Wiedermn 
wacbst mit der Steilbeit der Roscbungen die Scbnelligkeit, mit der 
die Xniegralkurve bei seitbcber Abbiegung der Leitlinie wieder zustrebt. 
Die Integralknrve verlanft ahnlicb wie die Babn eines scbweren Punktes, 
der in der (reibungslos gedacbten) Rinne entlang lauft, zugleicb aber 
vennoge eines seitlicben Anfangsanstofses abwecbselnd rechts und links 
an den Randem etwas auf lauft. Wabrend die bei den aufeinander- 
folgenden Seitenpendelungen erreicbte Hobenlage nacb dem Energie- 
gesetz dieselbe ist, wird die in borizontaler Ricbtung gemessene Ampli- 
tude der Seitenabweichung um so kleiner, je grofser die Steilbeit der 
Bander ist; desgleicben wird die Zeitdauer der aufeinanderfolgenden 
Pendelnngen oder, was auf dasselbe berauskommt, die langs der Sohle 
gemessene Spannweite der Seitenpendelungen geringer bei wachsender 
Steilbeit der Rander; denn die nacb der Rinne zuriicktreibende Kraft, 
d. h. die in die Boschung fallende Komponente der Schwere, ist dem 
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Gcfalle der Boschung proportional Die Balm des Massenpunktes wird 
also, auf die horizontal© Zeichenebene projiziert, was die Ausgiebigkeit 
der aufeinanderfolgenden Pendeiungen botrifft, in der That die in der 
Pig. 79 und 80 dargestellte Form annehmen, welehe somit auch unserer 
Integralkurve zukommen wird. 

Die Schlufsfbigenmgen, die sich von hieraus fur den Ablauf der 
Kreiselbewegung ergeben, liegen auf der Hand. Hit wachsender Zeit 
nimirit der Eigenimpuls N seiner Grofse nach ab. Piel er anfangs in 
die Richtung der Figurenaxe, so ist anfangs [jr|>|w| und mit 
wachsender Zeit nahert sich N dem Werte n , d. h. v dem Werte 1. 
Unsere Integralkurve zeigt dann, dafs sich gleichzeitig u dem Werte 1 
oder -O’ dem W r erte 0 nahert. Die Figurenaxe richtet sich also (lurch 
den Einflufs der gleitenden Reibung allmahlich auf. 

Hand in Hand mit der Aufriehtung der Figurenaxe geht natiirlich 
ihre Pracession um die Vertikale von statten, deren jeweilige Ge- 
schwindigkeit sich nach GL (3) aus dem augenblicklichen Werte von 
at und N bez. von u und v berechnet. Die Aufriehtung der Figuren- 
axe wird unterbrochen und ihre Pracession wird begleitet von kleinen 
Nutationen der Figurenaxe, die durch die Seitenpendelungen unserer 
Integralkurve dargestellt werden. Diese Nutationen sterben aber in dem 
Mafse ab, wie sich die Figurenaxe auf richtet und sind iibrigens von 
House aus um so Ideiner , je grofser der Anfangsimpuls war, voraus- 
gesetzt natiirlich, dafs dieser genau oder ungefahr die Richtung der 
Figurenaxe hatte. 

Ist die aufrechte Lage erreicht, so fallt der bisherige Grand fiir 
die Abnahme des Impulses, die gleitende Reibung, fort. In der That 
ergiebt sich mit u = 1 aus GL (6) dN/dt= 0- es bleibt also von nun 
ab N = n oder v = 1 : Unsere Integralkurve endigt im Punkte P 1 und 
der Kreisel verharrt in der aufrechten Rewegung. Die endgiiltige Ver- 
nichtung des Bewegungsimpulses fallt nicht der gleitenden sondem 
der bohrenden Reibung zu, wie bereits im vorigen Paragraph aus- 
einandergesetzt wurde. 

§ 5. Angenalierte formelmafsige Darstellung des Bewegungsverlaufes. 

Da wir auf Grand der vorangehenden Diskussion die Bewegung der 
Figurenaxe graphisch beherrsehen, wird es nun leicht sein, eine naherungs- 
weise formelmafsige Darstellung der Bewegung zu geben. Wir fiigen 
diese nachtraglich hinzu, teils um einige numerische Rechnungen an- 
stellen zu konnen, teils um den in derEinJeitung (pag. 5) ausgesprochenen 
Grundsatz zu verwirklichen, nach welchem „unsere Kenntnis der Mechanik 
nicht auf die Formel basiert sein solle, sondern iimgekehrt die ana- 
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lytisehe Formulierung als letzte Konsequenz aus einem grundlicben 
Verstandnis der meebaniscben Verbaltnisse you selbst zum Vorscbein 
komrne^. 

Der Ged alike bei der folgenden ITaberungsrechnung besieht darin, 
dafs wir, was die Anderungen yon # angeht ; fur die oscillierende 
Integralkurve der Figuren 79 and 80 unsere Leitlinie selbst substi- 
tuieren, Was wir dabei vernaebliissigen, sind die Nutationen der Figuren- 
axe, welcbe die Bewegung nur vorlibergebend und in geringem Grade 
beeinflussen, was wir aber beibebalten und in imseren Forrueln zum 
einfaoben Ausdruck bringen, ist das Aufrichten der Figurenaxe, die 
Abnahme des Impulsvektors und der mittlere Betrag der Pracession, 
d. b. alle wesentlicben Momente der Bewegung. 

Wir seben also die Gl. (14) des yorigen Paragrapben als die 
wabrend der Bewegung angenabert gultige Beziehung zwiscben dem 

A 7 * 

Neigungsco sinus u = cos ^ und der Impulsgrofse v = — an. Um die- 
selbe nacb v aufzulosen, scbreiben wir sie folgendermafsen: 

v * - ( w+ 4 _ ) v = ~ 1 + a-* 2 ) 2 - 

Die beiden Wurzeln v 17 v 2 dieser quadratiscben Gleichung werden: 

”, -t(« + i) + !(“--?) VT t w. 

AJP 

Wegen der aucb jetzt v ora uszuseizenden Eleinbeit der Zabl ±^ 2 ==-^ t 
zieben wir die Quadratwurzel nacb dem binomiscben Satze angenabert 
aus. Es ergiebt sicb: 

«i = t (“ + 4-) ~ t ( u ~ i) C 1 T 2um 2 ) " i T m *0- ~ u *)’ 

*» = y( u + 1) + ¥ ( u ~ i) C 1 M ± »'(!-**)• 

Da w<l ist, wird % > 1 , # 2 <1. Die Bedeutung der beiden Wurzeln 
folgt aus Fig. 78. Scbneiden wir namlicb die ausgezogene oder die 
punktierte Leitlinie jener Figur mit einer zur Abscissenaxe parallelen 
Geraden u = const., wobei 0 < u < 1 sein moge, so erbalten wir zwei 
Scbnittpunkte, von denen der eine recbts von der andere links 
davon zwiscben P t und P 2 liegt. Dem ersteren entspricbt ein Abscissen- 
wert v x > 1, dem letzteren ein solcber v 2 < 1. Wir interessieren uns 

nur fur denjenigen Teil der Leitlinie, welcber von unserer Integral- 

kurve umscblangelt wird, baben also nur den Wurzelwert v t zu be- 
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racksiektigen. Greken wir nock zu der urspriinglichen Bedeutung der 
Zeicken v } u und m* zuriiek, so konnen wir die fiir v t gefundene 
Forme! so sckreiben: 


(i) 


N = 


COS & 


AP 


sin 2 *h 


Wir erkennen kieraus, in welcher gegenseitigen Ahhangigkeit & gegen 
0 und N gegen n honvergiert . 

Wir berecknen zweitens die Pracessionsgesckwindigkeii if, die zu 
den wechselnden Neigungen der Figurenaxe gekort Aus (1) foigt 


n — N cos 
A sia 2 ^ 


= — COS#. 
n 


Dies isfc nach Grl. (3) des yorigen Paragrapken zugleick die gesueht© 
Pracessionsgesckwindigkeit. Man bat also 

(2) $ = ^ cos & 

und schliefst, dafs sich die absolute Grofse der Prikmimsgeschwindigkeit 
leim Aufrichtm der Figurenaxe etwas beschleunigl 

Wir fragen sodann nach dem zeitlichen Yerlauf der Bewegung, 
der ja aus unserer qualitativen Darsteilung eliminiert war. Hierbei 
taken wir auf die Grl. (8) des yorigen Paragrapken 

t T * ft* 

’ Mg pqJ sin# 

zuriickzugehen. (Das -obere Yorzeicten gait bei positivem Anfangs- 
werte von JST, also bei positiyem n > das untere bei negatiyem.) "Wir 
berechnen dN durct # und aus GL (1): 

dN = { — cos #) sin #d# 

\ cos n J 

und erhalien dann 

Das doppelte Vorzeichen diirfen wir durct das einfacte negative er~ 
setzen, wenn wir daflir n mit dem Zeicken des absoluten Betrages 
verseten. Fuhren wir die Integrationen aus und bestimmen die lute- 
grationskonstante daraus ; dafs #-= # a fiir £ = 0 sein soli, so ergiebt 
sict das folgende Gesetz fur den zdUichen Verlauf der Bewegung: 

( 3 ) t = Mmq j 0® -%«•)- (sin * 0 ~ • 

Das zweite Glied der { } ist wegen des kleinen Fakfcors AJP/n * offeabar 
klein gegeniiber dem ersten Gliede. Dieses erste Glied zeigt uns, dais 
das Aufricbten der Figurenaxe ziemlich langsam von statten gehtj 
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dena. im Zabler stebt die grofse Impulskomponente n, im Nenner der 
Heine Reibungskoeffizient g nnd der Heine Radius q der Auflage- 
fiacbe. Die Zeitdauer des Aufrichtens wird um so grofser, je grofser der 
Anfangsimpuls war und je Tdeiner der ReibungsJcoefftzient $i sowie der 
Krilmmungsradius der Auflageflache ist 

Der zablenmafsige Wert der zum Aufrichten erforderlichen Zeit 
ergiebt sicb aus (3), wenn wir # = 0 setzen. zu 


( 4 ) T = WgT* {*«*• “ • 

Die aufreehte Lage wird also in endlicher Zeit erreicht 5 die Zeit ist hei 
sonst gleichen Dmstdnden im wesentlichen der Tangente der Anfangs- 
neigung proportional. 

Es eriibrigt nur nocb ? die Babnkurye, die ein Punkt der Figuren- 
axe beschreibt, analytiscb mid zeicbnerisch darzustellen. Wir geben 
dabei einerseits Ton der Gl. (2) 


andrerseits you der aus (3) folgenden Beziebung aus: 

coa 2 ^ 


( 5 ) 


dft -j- Mg\Lo 

dt n 


„ 2AP 

1 cos 8 ft 


-r P / 1 ZAP 


Durcb Division folgt 

d'ip 

dft 

und durcb Integration 


Da die Gestalt der Babnkurve in keiner Weise von dem dem Winkel if 
vOrzuscbreibenden Anfangswerte abhangt, baben wir von der Hin- 
zofiigung einer Integrationskonstanten abgeseben. 

Hier wollen wir eine unwesentlicbe Y ernacblaesigung gestatten, 
durcb die sicb das folgende vereinfacbt. Wir wollen namlich das 
zweite Glied der { } in ( 6 ) gegen das erste . wegen des Faktors APfn* 
streicben. Femer wollen wir, um bestimmte Vorzeicben zu baben, 
vordbergebend annebmen, dafs der Scbwerpunkt iiber dem Stiitzpunkte 
liegt und dafs der anfanglicbe Impulsyektor die ungefabre Ricbtung 
der positives Figurenaxe babe. Barni ist P = + MgE zu setzen und 
in ( 6 ) das obere Vorzeicben zu wablen. Fiibren wir nocb die scbon 
feiiher benutzte Verbaltniszabl k = q/E ein, so scbreibt sicb GL ( 6 ) 
folgendermafsen : 
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oder auch 


oder endlicli 

0 ) 


Ipuip == 




1 — tg<9’/2 

r+ig^/2 


tg #’/ 2 ===== 


1 — 

i + ***** 


Zfe & gesuchte Gleichung der JBahnlmrve bei positivem P und 
positivem Anfangsimpulse. Sie gilt ebenso offenbar bei anderer Wahl 
der Vorzeichen von P nnd n 7 wenn man nur notigenfalls den Sinn, 
in dem ip gerech.net wird, nmkehrt. 

Um sie verzeichnen zu konnen, miissen wir sie irgendwie anf die 
Zeichenebene projizieren nnd zwar empfiehlt sich wie friiher die 
stereograplusche Projection. Wir schlagen also um den festen Pankt 0 
die Einheitskugel, anf welcher unsere Bahnknrve verlauft, wenn der 
sie erzeugende Punkt der Figurenaxe den Abstand 1 von 0 hatte, 
und projizieren vom Sudpol der Einheitskngel anf die Aquatorebene. 
Der Nordpol geht dabei in den Punkt 0 liber, wahrend das Bild 
irgend ernes anderen Pimktes der Einlieitskugel von 0 den Abstand 
r^tg^J2 und das Azimuth ip hat. r und ip sind also gewohnliche 
Polarkoordinaten des stereographischen Bildpunktes ; bezogen auf den 
Punkt 0 als Anfangspunkt. In diesen Koordinaten geschrieben wird 
das Bild der Bahnknrve nach Gl. (7): 


( 8 ) 


1 — 

1 + ?** * 


Ihre Gestalt ist die einer Spirale, u, zw. lauft sie in den Punkt 0 als 
eine gewohnliche Archimedische Spirale aus, wahrend sie nach der anderen 
Seite hin sich dem Mnheitskrcise asymptotisch ndhert. 

Um dieses einzusehen, beachte man, dafs vermoge der Wahl der 
Integrationskonstanten in Gl. (6) der aufrechten Endlage (# ===== 0 oder 
r = 0) das Azimuth ip = 0 und dafs alien friiheren Lagen der Figuren- 
axe negative Werte von ip entsprechen. Um also das Verbal ten der 
Baknkurve in der Nahe des Punktes 0 zu untersuchen^haben wir ip 
klein vorauszusetzen und die Exponentialfunktion nach Potenzen von 
l puip zu entwickeln. Es ergiebt sich so 

(8') r — — Xp y 


d. li. die Gleichung einer Archimedischen Spirale. 

Um andrerseits die Bahnknrve fur weit zuriickliegende Zeiten fest- 
zusfcellen, haben wir ip einen grofsen negativen Wert beizulegen, also 
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als Hein anzuseben. r nabert sich dabei der oberen Grenze 1, 
die Bahnkurre strebt also asymptciisch dem Einbeitskreise zu. 

In der Nahe yon 0 1st die Abnabme des Fabrstrahls r bei einom yollen 
TTmlauf um 0 gegeben durch A dieselbe 1st Hein, weil A und [i Heine 
Zablen sind, verschwindet aber nicbt bei Annaberung an 0. Dagegen wird 
oifenbar, wenn wir die Kurve riickwarts bis in die Nabe des Einheitskreises 
yerfolgen, die Ztmahme des Fabrstrahls bei einmaligem Umlanf nm 0 
mit znnehmender Naherung an den Einbeitskreis yerscbwindend Hein. 

Man kann die Gestalt der Babnkurye sehx scfaon experimentell 
festsiellen, wenn man die Ereiselspitz© ibren Weg auf ©iner dagegen 
gebaltenen bemfsten Flacbe anfzeichnen lafst, oder, was nocb empfehlens- 
werter ist, wenn man senkrecbt znr Kreiselaxe einen kleinen Spiegel 
befesfcigt, denselben mit einem Projektionsapparat belenchtet und den 
zurilckgeworfenen Licbtfleck auf einem Scbirm beobachtefc. Die so er- 
haltenen Kurven baben durcbaus den Cbarakter der bier gescbilderten 
Sprralen, nnr dafs der gleiehmafsige Verlauf der Spirale yon aufgesetzten 
Schlangelnngen (den Ifutationen) unterbroeben wird, die wir bei unserer 
Darstellung yemacblassigt baben. 

Figur 81 ist miter der Atmahme Ap « 1/10 entworfen. Sie ent- 
spricht der Wirklichkeit insofern nicbt gut, als der wirkliche Wert Am, 
meist erbeblicb kleiner sein diirfte. An 
einer frilberen Stelle (pag. 565) scbatzten 
wir 10""*, A 2 ==10" 3 , also A|t=l/10Q, 
was der WirHiebkeit naber kommen diirfte. 

Jedoch wiirde bei Zugrundelegung dieser 
Zabl die Zeicbnung scbon etwas un** 
deuilich werden. 

Fiir die folgenden Zahlenrecbnungen 
wollen wir dagegen den letztgenannten 
Wert benutzen. Wir fragen uns zunacbst, 
wie yiele Windungen die Babnkurye aus- 
fuhrt, bis sie yon einer gegebenen Anfangs- 
lage aus im NullpunMe endigt. Die Anfangslage seietwa ^ 0 =60°. Den zu- 
geborigen Wert des Azimuthea weleher negatiy ansfallen mufs, enineb- 
men wir atis GL (8) oder, nocb etwas genauer, aus GL (6), Indem wir das im 
vorstehenden yemacMassigte Glied dieser Gleichung mitrecbnen; er wird: 

Mit Aft = 10 -2 , & 0 = 60° = 1,05 und dem schon frfiher roransgeseteten 
Wert = 1/100 ergiebt sich 

*,--130,2. 

Klaia-Sommeyfdid, KsreisalbawegnMg. XXL Aufl. 87 
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Dies 1st der Anfccngswert des Winkels ip. Da der Endwert, bei auf- 
rechter Stellnng der Figurenaxe, ip = 0 ist, so giebt uns ip 0 zugleich 
den Gesamtwinkel, urn den sicb der von 0 aus gezogene 1 abrstrahl 
bei der Bewegung gedreht bat. Die Zabl der Windungen der Spirale 
wird daher 


Die Figurenaxe uwikreist also die Vertikcde eine erhebliche An#cthl von 
Malen y bevor sie mit ihr jsuscttnwienfcillt* Die Gangbobe der Babnknrve 
wird dementsprecbend in stereographiscber Projektion reebt goring und 
erbeblicb geringer wie im Fall© der Pig. 81, wo die entsprecbende 
Zabl von Umgangen nnr 2,1 betragt. 

Wir konnen atxcb die Nutationen, obwobl sie aus unserer Be- 
trachtung beransgefallen sind, nachtraglicb ibrer ungef ahren Haufigkeit 
nacb bestimmen. Es lafst sicb zeigen, dafs die Periode % der Nuta- 
tionen naherungsweise denselben Wert wie bei der reibungslos voraus- 
gesetzten p&eudoregularen Priicession bat namlich (s. Gl. (15) von 
pag. 305) den Wert 


Znm Beweise geben wir auf die Differentialgleicbung (7) von 
pag. 558 zuriick, setzen darin S’ « ^ und versteben unter 

den vorstebend stndierten pracessionsabnlicben Teil der Bewegnng, 
unter die hinzukommende Nutation. ^ ist dann eine lemgsam ver- 
dnderliche , eine scknell verdnderliche aber Heine Grofse. Dement- 
sprecbend wird man gegen vernacblassigen und bei der Ent- 
wickelung von GL (7) nacb # 2 nur die erste Potenz von beibehalten. 
Es entstebt mit Riicksicbt auf die Definition von aus der Gleicbung 


der Leitlinie : 


A&” + fc 


d ^ 


(JV — cos 0^ n) (n — cos ^ N) ^ 

AsmT¥^ "" 


Die bier angedeutete Differentiation liefert einfacb (vgl. § 9, GL (13)) wo 
eine analoge Reebnung auszufiibren sein wird) N 2 JA. Die Bestimmungs- 
gleicbung fur lautet mithin: ~jr — 0 und liefert integriert 

die obige Periode. 

Bedeutet andererseits T die Zeiidauer des ein^elnen Pracessionsum- 
ganges und siebt man von der durch das Aufricbten der Figurenaxe 
bedingten geringen Beschleunigung der Pracessionsgescbwindigkeit ab, 
so kann man setzen: 



und nacb 61. (2): 
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/i A\ 2 Tt P A 

(10) _ » — cos O'. 

T n 

km (9) und (10) ergiebt sich mit RucksicM auf (1): 

T nN i n* 1 (. AF 

= — » —= 5-5; (1 T COS O’ SIUoH . 

t AP cosO AP cos 2 # \ n 2 / 


Enter O’ 1st hierbei ein Mittelweri des 1ST eigungswinkels 0* wahrend des 
fraglichen Pracessionsumganges yerstanden. Das Yerhaltnis T/r be- 
deutet Anzahl der JSfutationen, die auf eim Prdcession entfallm. 
Diese Anzahl ist, wie wir sehen, der Grofsenordmmg nack gleicb n 2 jAP , 
also unter den obigen Zahlenannahmen gleicb 100. Die unserer Spirals 
sich uberlagernden Schlangelungen sind also dufserst zahlreick und dicht 
Scbliefslicli fragen wir nock nacb dem Zahlenwerte der Zeitdaner 
T, in der sick die Pigurenaxe aufrichtet. Diese drueken wir etwa in 
Einheiten der Uuadrekungszeit t 0 des Kreisels nack erfolgtem Aufrichten 
aus. Alsdann ist der Gesamtimpuls genan gleick n und die Lange des 
Rotationsvektors gleick \n\fC geworden. Die Zeitdaner r 0 ergiebt sick 
daker aus 

2?r |w| 

r 0 0 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit Grl. (4), so entstekt: 


T 


J_ A n* 1 

2* 7? APl{L 



2AP 

n a 


sin 



Mit n 2 /AP = 100, Aft = 1/100, % «= 60° ergiebt sich 

— = d 2730. 

r 0 C 

Mackt der Kreisel nack der Aufrecktstellung nock fiinf Umdrekungen 
pro Sec., so ist t 0 == 1/5 sec. und, wenn man insbesondere A = C 
nimmt, T = 546 sec. «* ca. 10 Minuten. 

Bei unseren letzten Berecknungen sowie bei der Besckreibung der 
Bahnkurye ist indessen zu bedenken, dafs unsere Betracktungen nur 
bis in die Jfahe der aufreckten Lage, nickt bis zu dieser selbst zutreffend 
zu sein beansprucheu Derm wir kaben (Ungenauigkeit II) die bohrende 
Reibung gegenilber der gleitenden vernachlassigi, was nur bei nichi zu 
kleinem Winkel & zulassig ist (vgl. pag. 551). Yon unserer Bahnkurye 
miissen wir daker das letzte ; in den Punkt O auslaufende Stuck als 
imyerburgt anseken. 

Wir wollen endiick nock, indein wir in unseren For mein g = 0 
setzen, die kier betracktete Bewegung in "das System der reibungslosen 
Bewegungen einordnen. Wir geken dakei aus yon Gl. (5), welcke mit 
ft — 0 lieferi 

& == 0 oder # ===== const. 


a?* 
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Dies ist zugleieh bei yerschwindender Reibung die Gleichung der Bahn- 
kurve. Aus derr Gl. (1) und (2) folgt darnt, dafs aueb N und ip' kon- 
stant werden. Bei verschwindender Reibmg geht also die hier betrachiete 
Bewegung in die reguldre Procession uber. Deshalb konnen wir sie als 
„©ine Pranessions-ahnliche" oder eine „durch Reibung gedampfte Pra- 
cession" bezeichnen. Nehmen wir andrerseits die Nutationen mit in 
Rechnung, die in imseren Formeln nicht zum Ausdruck kamen^ die 
sick aber, wie wir im vorigen Paragraphen sahen, unserer Bewegung 
iiberlagem, so tritt unsere jetzige Betrachtung in direkte Beziehung zu 
den friiheren Untersuchungen fiber die pseudoregulare Procession und 
zeigt uns, wie diese wichtigste reibungslose Bewegung durch die Reibung 
modifiziert wird. 

§ 6. Uber ©men beim Ansatz der Beibungsproblem© nabeliegenden 
EeMer. Nacbtraglicbe Becbtfertigung der obigen Behandlung und 
Hinweis auf das Experiment, 

Der gegenwartige Paragraph hat zunachst den Zweck, unsere 
fruheren Angaben fiber die Bestimmung der Reibungsarbeit und des 
Reibungsmomentes (vgl. § B pag. 550) zu rechtfertigen bezw. zu 
besehranken. Dabei werden gewisse charakteristische Unterschiede 
zwischen den Reibungskraften oder allgemeiner gesprochen solchen 
Kraften, die ihrer Grofse oder Richtnng nach yon der Geschwindigkeit 
des Systems abhangen, und denjenigen Kraften zur Sprache kommen, 
die sich nach Grofse und Richtung allein durch die jeweilige Lage des 
Systems bestiminen und die man bei den Entwickelungen der theore- 
tischen Mechanik in erster Linie im Ange zu haben pflegt. 

Wir haben pag. 550 die Arbeit enter unendlich kleinen Drehung 
um eine horizontaie und eine yertikale Axe gesondert berechnet und 
haben die erste als die Arbeit der gieitenden, die ietztere als die der 
bohrenden Reibung angesprochen. In Formeln war 

sin cc di 

1*294 — (i BQ cos a di == — g,RaQ cos cc dt, 

wo a eine Lang© yon der Grofsenordnung des Radius des Beriihrungs- 
kreises bedeutete. Die gesamte Reibungsarbeit also, welche bei der 
unendlich kleinen Drehung Qdt um ©ine zur Vertikaien um den Winkel 
cc geneigte Axe zu leisten ist, war© hiemach 

(2) *291 — (iRQ (p sin a + a cos a) di. 

Ist nun dieses Verfahren ohne weiteres zulassig? 

Wir wollen zunachst den einfachen Pall eines einzelnen Massen- 
punktes hetrachten, der sich in einer Ebene einxual unter dem Einflufs 
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einer scbon durcb die Lage des Punktes bestimmten Kraft P, das 
andere Mai unter dem Einflufs einer Reibungskraft bewegfe. Die Reibungs- 
kraft W ist zwar, wenn wir das Coulomb sche Reibungsgesetz zu Grunde 
legen, der Grofse nacb yob der Gescbwindigkeit unabhangig, namlich 
gleieh yR, wo R die Reaktion unserer Ebene auf den Punkt be- 
deutet 7 aber der Ricbtung nacb you ikr abhangig, namlicb der Richtung 
der augenblicklichen Geschwmdigkeit entgegengesetzt. Auf dem Weg- 
stiickcben ds betragt nun die Arbeit das eine Mai 

(3) d% = T cos (P, ds) ds, 
das andere Mai 

(4) d%^~ Wds - - yRds. 

Andererseits berecbnen wir diese beiden Arbeitsgrofsen, indem wir 
den Weg ds in zwei recbtwinklige Komponenten dx und dy auflosen. 
Auf dem Wege dx leistet P die Arbeit P x dx , wenn P x die Kompo- 
nente von P nacb der x-Ax.e bedeutet. Entsprecbend berechnet sicb 
die Arbeit auf dem Wege dy- als Gesamtarbeit ergiebt sicb daher: 

(3') d% = P x dx + P y dy 7 

was bekanntlicb mit (3) stimuli 

Wollen wir im zweiten Falle ebenso verfabren ; so wurde& wir 
sagen: Fiihren wir zunacbst die Bewegung dx aus ? so wil’d die Arbeit 
Yon W auf diesem Wege gleicb — Wdx = — yRdx* deun bei der Be- 
wegung dx wirkt die Reibung dem Sinne der Bewegung entgegen, also 
in der Ricbtung der negativen #-Axc und ist der Grofse nacb durch 
Reibungskoeffizienten und Gegendruck R gegeben. Ebenso wird die 
Arbeit auf dem Wege dy gleicb —Wdy. Im Ganzen erbielte man so: 
(4') d% - - W(dx + dy) = — yR (dx + dy), 

was ersicbtlicb mit (4) nicht stimmi 

Die Berecbnung der Reibungsarbeit aus den Arbeiten der Teilbe- 
wegungen ist also, in dieser Weise ausgefiihrt, unstattbaft. Man er~ 
kennt aber leiclit, wie man diese Berecbnung zu korrigieren bat 7 wenn 
man an der Zerlegung der Bewegung in die Komponenten dx und dy 
festhalten will: Man rmils die bei der thatsacblichen Bewegung ds auf- 
tretende Reibung W in zwei Komponenten W x = und W y = W 
zerlegen und die Arbeit dieser Komponenten bei den Teilbewegungen 
dx und dy bestimmen. Alsdann ergiebt sicb ricbtig und in Uberein- 
stimmung mit (4): 

~ - (W.dx + W 9 dy) — — fill 

Abnlicb bat man allemal bei Reibungswirkungen und allgemeiner 
bei Kraffcen, die in irgend einer Weise you der Gescbwindigkeit ab- 
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liangen, zu untersekeiden: miscken der Arbeit, loelche bei den TeiThe- 
wegungen , in die man die thatsdchhche Bewegung zerlegen mag, m leisten 
ware, wenn eine solche TeiTbeivegung fiir sick betrachtet wird und ge- 
sondert vorkanden ware; und zwisehen derjenigen Arbeit, welche die bei 
der fhatsdchlichen Bewegung auftretenden Kriifte bei den gedachten Teil- 
bewegnngen leisten*).' Fur den Ansatz der Bewegungsgleickungen hat; man 
die zweite Berecknungsweise der Arbeit zu Grrunde zu legen, wakrend 
die erstgenannte kierbei irrefiikrend sein wurde. 

Im § 3 wurde aber diese Unterscheidung bei der Aufstellung der 
Torstekend unter (1) wiedergegebenen Ausdriicke nickt kervorgehoben. 
Vielmekr wurde die bei der .Rotation Q sin dt um eine korizontale 
Axe zu. leistende Arbeit und die bei der Rotation Q cos cc dt um 
eine yertikale Axe zu leistende Arbeit gesondert bereeknet, als 

ok die eine oder die andere Rotation allein vorkanden ware; und es 
wurde stillsckweigend angenommen ; dafs sick die Arbeit d 21, die bei 
der Rotation Qdt um eine beliebig geneigte Axe zu leisten ist, additiy 
aus jenen Arbeitsgrofsen d%^ und d% I 2 zusamraensetzt. Dies ist nack 
den obigen Erfahrungen nickt zutreffend; wir miissen daker die Be- 
rechnung der Arbeit nacktraglich kontrollieren. 

Hierbei diirfen wir, um die bokrende Reibung auf gleitende Rei- 
bung zuriickfukren zu konnen, den Beriikrungskreis zwiscken der die 
Figurenaxe begrenzenden Kugel und der den Kreisel tragenden .Pfanne 
nickt in einen Punkt zusammenzieken. Allerdings tritt dann die pag, 548 
kervorgekobene Sckwierigkeit auf, dafs die Yerteiiung des Gegendruckes 
B auf die Punkte des Beriikrungskreises statisck unbestimmt wird. Da 
wir auf elastiscke Yerkaltnisse nickt eingeken konnen, miissen wir eine 
JEIiilfs annakme macken. Die nackstliegende Annakme ist, dafs sick der 
G-egendruck It gleiekmafsig auf den Umfang des Beriikrungskreises ver- 
teilt. Untersckeiden wir also die Punkte des Rreises durck einen um 
den Mittelpunkt des Beriikrungskreises kerum gezaklten Winkel /3, so 
wird auf das Kreia-Element d(i der Bruchteil || It des ganzen Gegen- 
druckes It kommen. Sickerlick ist diese Yerteilung kei merklicker 
Neigung der Figurenaxe nickt ganz zutreffend; sie moge aber der Ein- 
fackkeit wegen zugelassen werden. 

Die folgende Zeicknung keziekt sick auf die Ebene des Beriikrungs- 
kreises (Fig. 82). Der Radius des Beriikrungskreises heifse a; p sei 

*) Eine intereasante, teclmisch wichtige Folgerung Meraua zsiekt H. Lorenz 
in seinem Lehxbuck der tecbniscken Pkysik, Milncken 1902, S 18B: Per in Be- 
wegung befindlicke Steuersckieber einer I) amp fim as ch. m e l&fst sick trotz des grofsefi 
auf ikm laatenden Dampfdruckea senkreckt gegen seine Bewegiingsrichtung fast 
rexbungslos versckieben. 
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der Radius der begrenzenden Kugel. Die beiden Teilbewegungen siud 
je durcb eiuen Pfeil angedeutet: die Drebung Q. cos a di urn die Yer- 
tikale durcb 0, welcbe sicb in der Figur in den Mittelpunkt des Be- 
rubrangskreises projiziert und die Drebung Q sin a dt um eine bori- 
zontale Axe durcb 0, welcbe um den Kugelradius q oberbalb der 
Zeicbenebene liegend zu denken ist und die sicb in den Durcbmesser 
DD projizieren mogen. Yon diesem Durcbmesser aus moge aueb das 
Azimuth gemessen werden. 

Um die Reibungswirkung in einem beliebigen Punkte P feststellen 
zu konnen, mufs man die B ewe gun g dieses Punktes keimen. Sie setzt 
sicb aus zwei Teilbewegungen 
du und dv zusammen; du ent- 
spricbt der Yertikalkompo- 
nente des Rotationsvektors 
und ist tangential zum Be- 
riibrungskreise gericbtet; dv 
entspricbt der Horizontal- 
komponente desselben und 
liegt eigentlicb nicbt genau 
in der Zeicbenebene. Yiei- 
mebr ergiebt sicb die ge- 
nauere Ricbtung yon dv als 
das gemeinsame Lot auf 
der Horizontalkomponente des 
Rotationsyektors nnd dem 
kiirzesten Abstande des frag- 
licben Punktes P yon der Axe jener Komponente. Sofern aber die 
Pfanne flach und daber der Radius a Hein gegen den Radius p ist, 
ist die Neigung yon dv gegen die Zeicbenebene nur gering. Desbalb 
moge es gestattet sein, dv in die Zeicbenebene fallend anzuseben. Im 
gleicben Sinne wird es erlaubt sein, den Abstand des Punktes P yon 
der Axe der horizontalen Rotationskomponente , welcher eigentlieh 
ft = Yq* — a 2 cos 2 $ ist, einfacb gleicb q zu setzen. Hiernacb ergiebt 
sicb als Grrofse der Teilbewegungen 

du = Q cos a adt, dv = Q sin a hdt — Q sin a Qdt. 

Die Gesamtbewegung yon P folgt bieraus zu 

ds = Ydu % + dv % +• %du dv cos 

In jedemElemente dft des Berubrungskreises tritt nun eine Reibungs- 
kraft W auf, deren Ricbtung der Ricbtung von ds entgegengesetzt ist 
und deren GrSfse zufolge unserer Annabme iiber die Verteilung des 
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Qegendmckes gleicli ist. In der Figur ist W fur eme AnzaM 

aquidistanter Punkte der Kreieperipberie konstruieri Die Arbeit dieser 
Reibungskr&ft wird gleicli 

*>• 


die Gesamtarbeit auf dem ganzen Beriibrungskreise daber gleicb 

+tt 

<** — g/w is ■ 

— 7t 

Tragen wir den angegebencn Wert fur ds ein, so konnen wir scbreiben: 

J dp Yafco^a +Vsin s a + 2ap cos « sin a cos ft. 

— It 

Dies ist ein elliptiscbes Integral. Statt ft fubren wir als Integrations- 
variable y = ft/2 ein; nnser Integral nimmt dann die Form eincs Le- 
gendrescben Integrals zweiter Gattung an; es wird namlicb: 

+ */ 2 

(5) d% = — fiMQ (a cos cc + q sin a) dt -- J dy ]/l — fc 2 sin 2 y, 
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 


( 6 ) 


Jfc 2 = 


4 aQ cos a sin a 
(a, cos a -j- q sin cc ) s 


4 — tg cc 
a 


Der somit festgestellte Wert (5) der Reibungsarbeit nnterscbeidet sicb 
aber von dem oben angegebenen Werte (2) nur durcb den Faktor 


+ */ 2 

(7) -- J dyVl — "jFsm* y = Qc), 

-7t/% 

wo die Bezeichnung E im Siime von Legendre gebraucht ist. Die 
Eontrolle des Ausdrucks (2) wird also darin zn beeteben haben, dafs 
wir nns fxagen, inwieweit der letztgenannte Faktor von der Binbeit 
abweichi 

Zu dem Ende verzeichnen wir in Fig. 83 einerseits die Grofse von 
jb andererseits die von --E Ck ) fiir weohselnde Werte der Abscissa 
x = -- tg a. 

Was znnachst die Linie fur h betrifft, so zeigt man leicht, dafs 
dieselbe fiir den Abscissenwert x = 1 ein Maximum besitzt; der zn- 
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gehorige Wert yon h ist gleich 1. Fur x = y oder x = 2 ergiebt sich 
~k? = & = 0,94, fib* # = ~ oder x = 4 wird it 2 » Jb = 0,80, fur 

x = oder # = 8 folgt ft = 0,83 u. s. f.; fiir x = 0 und a; — oo wird 
gleicherweise k = 0. Wir haben also bei # = 0 eiuen steilen Anstieg, 



dann ein flaches Maximum und yon bier aus einen asymptotisehen 
Abfall zu Null. 

2 

Zur Verzeichnung der Lime fur — E (7c) geniigen etwa die den 
meisten Logaritbmentafeln beigegebenen Tabellen der Ellipsenquadranten. 
Dieselben zeigen beispielsweise, dafs fur die soeben genannten Werte 
von ft =- 0,94, ft = 0,80, h = 0,63 bezw. — E (ft) gleicb wird 0,71, 0,81, 

0,89. Fur den maximalen Wert ft = 1 hat — 22 (ft ) semen Kleinstwert 
— « 0,64, fur ft = 0 seinen Grofstwert 1. 

Nun entspricht der Abscissenwert x = 1 derjenigen Neigung # von 
Rotationsaxe und Vertikaler, fur welche tg# = wird, wo also die 
Rotationsaxe gerade durch die Peripherie des Beruhmngskreises hin- 
durehgeht. Dementspreeheni bedeutet ein Abscissenwert x < 1, dafs 
die Rotationsaxe das Innere des Beruhrungskreises trifft, wahrend #> 1 
heifst, dafs sie aufserhalb daran vorbeigeht. Wenn, wie wir voraus- 
setzen, der Bertihrungskreis kleimist, (a klein gegen q), so mufs die 
Rotationsaxe schon merklich senkrecht stehen, wenn sie die Peripherie 
des Beruhrungskreises treffen oder durch das Innere desselben hin- 
durchgehen soli. Zu alien einigermafsen betrachtlichen Neigungen der 
Rotationsaxe gehoren in unserer Figur grofse Werte der Abscissa x, 
mithin Werte von — E (Jo), die der Einheit nahe kommen. Auch im 
umgekehrten Falle, wenn die Rotationsaxe dicht am Mittelpunkte des 
Beruhrungskreises vorbeigeht, wird der Wert von E (Jc) nahezu gleich 1. 

In diesen beiden Fallen stimmt also unser jetziger Ausdruck (5) 
ftir die Reibungsarbeit mit dem friiheren Ausdruck (2) merklich uber- 
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eim Unsere frukere JBehandlung ist also gcrcchtfcrtigt 1) wmn die Bo- 
tationsaxe einen merMichen Winkel mit der Vertikalen bildet , 2) wenn 
sie fast genau mit dieser msammenfdllt Nur you diesen beiden Fallen 
kaben wir aber fraker gesprochen, yon dem ersten Falle in § 4 und 5 
(allmahliches Aufrickten der Figurenaxe durck die gleitende Reibung), 
you dem zweiten am Schiufs Yon § 3 (allmahlickes Absterben der auf- 
reckten Kreiselbewegung infolge der bokrenden Reibung). Wenn da- 
gegen die Rotationsaxe den Berukrungskreis trifft oder in seiner Nahe 
innerkalb oder aufserkalb vorbeigeht, d. k. wenn x == tg a weder sekr 
klein nock sekr grofs ist, mufs der frukere Arbeitsausdruck durck Hin- 
zufiigung des Faktors — E (k) korrigiert werden, welcker im ungiinstig- 
sten Falle (x ===== 1) jenen Ausdruck auf 64% des friikeren Betrages 
kerabsetzt. 

Es ist auch von unserem ietzigen Standpunkte ans zulassig und 
naheliegend, die gesamte Reibungsarbeit d% in zwei Teile und 
d%% aufzulosen, von denen der eine dem augenblicklicken Drek winkel 
urn eine horizontal Axe Qsi jlcc dt = da h proportional ist und Arbeit 
der gleitenden Reibung genannt werden kann und von denen der andere 
dem augenblicklicken Drekwinkel um die Yertikale Q sin a dt = dw v 
proportional ist und Arbeit der bokrenden Reibung keifsen moge. Mit 
Benutzung der eben genannten Winkel konnen wir Back (5) und (7) 
sckreiben 

d% = + d% 2 = - fiB(Qdco h + adco v ) |-JS(Jfc) 

und konnen dementspreckend definieren: 

E(k)dm h , 

d%$ = — pBa ^ E (It) dm v . 

Diese Ausdriicke stimmen wieder mit den fruheren Werfcen aus Grl. (1) 
uberein, wenn ~EQ£) merklick gleick 1 ist, wenn also die Rotations- 
axe entweder merklieh von der Yertikalen abweickt oder wenn sie fast 
genau mit ihr zusammenfallt. Im ersten Falle ergiekt sick der frukere 
Schiufs, dafs die Arbeit der bokrenden Reibung klein gegen die Arbeit 
der gleitenden Reibung wird, dafs man also von der bokrenden Reibung 
naherungsweise abseken darf, wie wir es vermoge unserer Yernach- 
lassigung (II) tkaten. Im anderen Falle ist umgekekrt die Arbeit der 
bohrenden Reibung die iiberwiegende. Tritt keiner dieser beiden Falle 
ein, so sind die fruheren Ausdriicke (1) durck Hinzufftgung des Faktors 
E Qc) zu korrigieren. 
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Es ist scbliefslicb durcbaus folgericbtig, die Momente der gleiten- 
den und bohrenden Beibung von nnserem jetzigen Standpunkte aus 
folgenderweise zu definieren. Man bemerke allgemein, dais das Moment 
einer Kraft urn eine Axe erklart werden kann als das Verbaltnis der 
Arbeit, welcbe die Kraft bei einer unendlieb kleinen Drebung um die 
fraglicbe Axe leistet, znr Grofse des Drebwinkels. In nnserem Falie 
bandelt es sicb einerseits um eine borizontale Axe und den zugeborigen 
Drebwinkel dm h . Die in Betracbt kommende Reibungsarbeit ist die 
Arbeit der gleitenden Reibung d% ± . Wir definieren daber als Moment 
der gleitenden Reibnng die Grofse 

X.-3 1 — 

Andrerseits gebort zu der Drebung dco v um die Vertikale die Arbeit 
d% 2 der bobrenden Reibung. Als Moment der bobrenden Reibung ist 
daber zu bezeicbnen 

Diese Werte stimmen natiirlicb wieder mit den in § 3 pag. 550 an- 
gegebenen Werten von M ± und M 2 uberein , wenn die Rotationsaxe 
einen merklicben Winkel gegen die Vertikale bildet und zeigen mis 
uberdies, wie die friiberen Werte zu korrigieren sind, wenn jene Vor~ 
aussetzung* nicbt erfiillt ist. Die negativen Vorzeicben, welcbe bei 
unserer jetzigen Definition zu den Ausdriicken fur M ± und M % hinzu- 
getreten sind, waren fruber in der besonderen Festsetzung entbalten, 
dafs die Momente dem Sinne nacb der zugeborigen Rotationskompo- 
nente entgegengesetzt sind. — 

Bevor wir unsere Betracbtungen liber die Reibung beim Kreisel 
mit festem Stiitzpunkte beschliefsen, wiinscben wir no'chmals auf das 
Experiment als den eigentlichen Wertmesser unserer tbeoretiscben Re- 
sultate binzuweisen. Wir baben baufig Versucbe mit dem auf pag. 1 
abgebildeten, von Roze konstruierten Kreisel angestellt und konnten 
bierbei die vorstebend gescbilderten tbeoretiscben Ergebnisse in alb 
gemeinen Umrissen durcbaus bestatigen. Dieses allerdings nur unter 
der Bescbrankung, dafs der dem Kreisel ursprzinglicb erteilte Impuls 
b inreicbend grofs war, einer Bescbrankung, die aber aucb unseren 
samtlicben tbeoretiscben Untersuchungen ausdriickbcb zu Grunde ge- 
legt wurde. 

Bei nur mafsigem Impuls verlaufen die Erscbeinungen lange nicbt 
so tjpiscb und durcbsicbtig wie bei starkem Impuls. Alsdann spielen 
offenbar storende Ursacben, die wir im Einzelnen* nicbt iiberseben 



584 


VII. Einflufe von Reibung, Lnftwideratand, Elastizitat etc. 


konnen, wie die besonderen Yerkaltnisse an der ITnterstutzungsstelle, 
eine zu grofse Rolle gegenuber den eigentlicken Tragheitswirkungen, 
die wir allein tkeoretisch beberrschen. Die einfache scbematiscbe 
Beschreibung der Reibungs einfiuss e 7 die in den vorigen Paragrapken 
entkalten ist ? pafst auf solcbe Falle nickt, nnd brauckt auck nacb 
den eingeftikrten besekrankenden Y oraussetzungen daranf nickt zu 
passen. 

1st aber der Impuls kinreiehend stark 7 so treten regelmafsig die 
ofters genamiten Ersclieinungen auf: Die Figurenaxe richtet sick auf, 
indem sie einen Spiralkegel besckreibt, and zwar gleickviel ob der 
Sckwerpunkt iiber oder unter der Bnterstutzungspfanne liegt; die 
Pracessionsgesckwindigkeit besckleunigt sick dabei, entsprechend GfL (2) 
von pag. 570, Nutationen der Axe, die man anfangs etwa absicktlich 
durck einen Scklag erzeugt kat, sterben in dem Mafse ab, wie sich die 
Figurenaxe der aufreckten Stellung nahert. 

Trotzdem lafst eine solche aligemeine Bestatigung der Tkeorie nock 
viel zu wunscken iibrig, da sie iiber die quantitativen Yerkaltnisse 
nickts besagt. Zu einer griindlicken experimenteUen Bestatigung ware 
es erforderlick, zunaekst die Masse und Massenverteiinng des Yer sucks- 
kreisels, also die Grofsen M } P, A y C durck Wagung und Sckwingungs- 
keobachtuug zu bestimmen, ferner deu urspriinglicken Wert sowie die 
Abnahme der Uxndrekuugszakl und somit indirekt die Grofse des Im- 
pulses N durck stroboskopiscke Metkoden wahrend des einzelnen Ex- 
perimentes festzustellen und endlieh die weckselnden Lagen des Kreisels 
zuverlassig zu registrieren. 

Wir siud uns wohl bewufst, dais nacb dieser Ricktung kin unsere 
Bekandlung sekr Itickenkaft ist und wunschen dringend, dais in kiinf- 
tigen Untersuckungen zur irdiscken Dynamik die experimentelle Priifung 
und die mathematiscke IJberlegung mehr als gleickwertige und gleich- 
uuentbekrlicke Faktoren neben einander bekandelt werden mockten. 


§ 7. Einflufs des Luftwiderstandes auf die Xreiselbewegung. 

STeben der Reibung wirkt offenbar auck der Luftwiderstand bei 
der Ereiselbewegnng als eine Energie verbrauckende Ursacke init. In- 
dem der Kreisel die umgebeude Luft in Bewegung setzt und indem 
siek diese Bewegung tails weiter entfemten Luftschickten mitteilt, teils 
durck die Reibung zwiscken ungleich bewegten Schickten verzogert wird, 
fliefst d&uernd Bewegungsenergie von der bewegten Kreiselmasse in das 
umgebeude Mittel ab. Dieser XJmstand kann nickt umkin, auf die 
Kreiselbewegung selbst zur&ckzuwirken. 
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Die Grofse des Einflusses wird verschieden sein je uadi der Form 
des Kreisels und nach der Art seiner Bewegung. Mit einer Ver- 
grofserung der Oberflache wird der Einfinfs im allgemeinen waehsen, 
mit einer Yermehrung der Masse bei gleichbleibender Oberflache ab- 
nehmen. Ein Kreisel Ton grofsen Dimensionen wird daher yom Lnft- 
widerstande weniger in Mitleidenschaft gezogen werden, wie ein 
geometrisch-ahnlicher Kreisel von kleineren Abmessungen, well das 
YerhUtnis Rauminhalt (oder Masse) zu Oberflache bei jenem grofser 
ist wie bei diesem. Hat der Kreisel, wie es bei pneumatischem An- 
trieb der Fall ist, Schaufeln, gegen welche der antreibende Luffcstrom 
gelenit wird, so wird beim weiteren Bewegungsverlauf der verzogerade 
Einflnfs der Luft erheblich grofser sein wie bei einem Korper mit 
glatter Oberflache etc. 

Auch die Art der Bewegung nimmt auf die Wirkiuig des Luffc- 
widerstandes Einflnfs. Hat die Oberflache Rotationssymmetrie um die 
Figurenaxe, so wird sich der einfachen Drehung um die Figurenaxe 
mir ein geringer Luffcwiderstand entgegensetzen. Dagegen wird die 
fortschreitende Bewegung der Figurenaxe in hoherem Grade durcli den 
Luftwiderstand behindert werden, und zwar die schnellen Nutationen 
wieder in hoherem Grade wie die langsame Pracessionsbewegung. Man 
wird also erwarten diirfen, dafs die Nutationen in schnellerem Zeitmafs 
abklingen wie die langsame Pracessionsbewegung und diese wieder 
schneller wie die Eigendrehung um die Figurenaxe, dafs xiberhaupt 
durch den Luftwiderstand und ahnlich durch die anderen Energie- 
yerzehrenden Wirkungen allemal auf eine Ausgleichung der urspriing- 
lieh vorhandenen Unregelmafsigkeiten und auf eine Yereinfaehung der 
Bewegungsform hingearbeitet wird. 

.Wie man hiernach sieht, ist das Problem des Luftwiderstandes 
reichlich kompliziert. IJm es in Strenge zu behandeln, ware es no tig, 
neben den Differentialgleichungen der Kreiselbewegung die hydro dyna- 
mischen Gleichungen f(ir die Bewegung des umgehenden Mittels in 
ihrem wechselseitigen Zusammenhange zu berilcksichtigen, wie schon 
gelegentlich des ahnlichen ballistischen Problems (pag. 585) bemerkt 
wurde. Wir bamen dabei zu einer Aufgabe wie sie unter dem Namen 
„Bewegung eines Korpers in einer Flussigkeit“ von mathematischer 
Seiie vielfach behandelt worden ist 51 *), nur dafs die grunALegende 
Yoraussetzung aller einschlagigen Behandlungen, dafs namlich die 
Fliissigkeit inkompressibel und reibungslos sei und dafs ihr durch den 

♦ 

*) Bine zusammenfassende Darstellung der betr. Ar bei ten giebt A. E. H. Love 
in der EncyMopadie der m&fchem. Wissensch. Bd. IV, Art. 16, Hydro dynamik XL 
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Korper eine Bewegung mit Geschwind lgkei tspotential erteilt werde, 
fallen zu lassen ware, da sie den Verhiiltxiissen des Lnftwiderstandes gar 
zu sehlecht entspiieht. Mit dieser Voraussetzung falU aber auch die 
Moglichkeit einer strengen nnd eleganten mathematisehen Behandlung. 
Wxr mnasen dalier auf eine Uniersudiung des Lnftwiderstandes im 
Anschlufs an die vorhandene mathematisehe Litteratur yon vornherein 
verziehten. 

Unsere Behandlung soil viehnehr derjenigen nacbgebildet sein ; 
die der Physiker bei der Bestiimnung der durch Lnftwiderstand ge- 
dampften Pendelschwingungen, der Schwingungen einer Galvanometer- 
nadel mit magnetischer oder Fltissigkei bsdampfung etc. einznschlagen 
pflegt. Man nimmt hierbei an, dafs man die Dampfungswirkung 
wenigstens bei kleinen Ausschlagen dadurch hinreiehend genau berlick- 
sichtigen kbnne, dafs man der Be wegungsgleicbun g ein der augen- 
blickliehen Geschwindigkeit proportionales Glied hinzufugt. Ahnlich 
wollen wir annehmen, dafs die Wirfoing des Lnftwiderstandes auf die 
Kreiselbewegung annahernd durch eine der a ugenbticM ich en Rotations- 
gesdiwindigkeit Q nach Grofse und Axe proportionate entgegengerichtete 
I) r elder aft beschrieben werden Jcann. Losen wir etwa Q nach den drei 
Hauptaxen des Korpers in die Komponenten p, q, r auf, so werden 
wir also die Komponenten des Luftwiderstandsmomentes nach ehen 
jenen Axen gleich — Ip, — kg, — Ir setzen. Vielleicht ware es an- 
gezeigt, den Koeffizienten von r kleiner zu wahlen als die von p mid 
q } also die Komponenten des Momentes gleichzusetzen — k t p, — A 1 q y 
— X 2 r (2 2 < If ) , weil durch die Drehung mn die Figurenaxe, wie oben 
bemerkt, die Luft weniger mitgenommen wird, wie durch eine Drehung 
der Figurenaxe mn eine dazu senkrechte Axe. Da aber miser Ansatz 
auch dann nieht beanspruchen konnte, den Verhaltnissen der Wirk- 
lichkeit genau zu entsprechen, so werden wir tins mit der zuerst 
genannten weitgehenden Schematisierung des Ansatzes begniigen, der 
iibrigens fur Spateres eine bosondere Bedeutung hat. Ferner werden 
wir nattirlich von alien sonstigen Reibuugseinfliissen jetzt absehen. 

Wir wollen uns zxmachst fragen, wie die Bewegung des kreifte- 
freien Kreisels (Poinsot- Bewegung) durch den so aufgefafsten Luft- 
widerstand modifiziert wird. Die Behandlung wird hier sehr einfach. 
Bei der Poinsotbewegung gehen wir am besten von den Eulerschen 
Gleichungen (vgl. pag. 142) aus, die sich fur den symmetrischen 
Kreisel (B = A) iinter Hinzufiigung unserer Luftwiderstandsglieder 
foigendermafsen schreiben: 
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A ^|* — (C —A) rp — Iq, 

°ll= 


Aus der letzten Gleickung erkennt man zn.nacL.st, dafs die Eigen- 
rotation r nack dem folgenden Gresetz yon ikrem Anfangswerte r 0 ans 
(entspreckend t = 0) abnimmt: 

_ if 

(1) r = r 0 e 

Die beiden ersten Gleickungen fassen wir nack Mnltiplikation mit 1 
und i zu der komplexen Gleichung zusammen: 

(2) A — (C—A) ir (p + iq) - X (p + iq) . 


Dnrch Division mit p + iq und Eintragung des Wertes you r aus (1) 
ergiebt sick: 


__u 

dlog(p+Jji) _Q — A. c l 
at A 0 A 


und durck Integration: 

log (p + iq) = - x 


C — A G 
A l 


ir o e 


kt 

0 + const. 


Bestimmen wir nock die Integrationskonstante durcli die Anfangs- 
werte p 0 , q Q} so konnen wir sckreiben: 


(3) 


p + iq = (p 0 + iq Q ) e 


u 

It C-A G 

- J + — T ,r#(1 " 6 } 


Man erkennt kierans, dafs der absolute Betrag von p -f iq, d. i. 
die Lange der aquatorialen Komponente des Drekungsvektors nack 
einem ahnlick einfacken Gesetz abnimmt wie die Eigenrotation r. Man 
kat nainlick 

_it 

(4) YPTq 3 = VP? + e 

Bezeicknet man ferner mit a denjenigen Wink el, den die genannte 
Komponente mit ikrer Anfangslage einsckliefst, indem man setzt: 


p + jq ^ __Po + *& _ p} a 

Vp* + q* Vpo*+<Lo* : 


so ergiebt sich aus (3) fiir a der Wert 
/r\ ' G — A C 

(5) . «=- z - T r 0 (l-e 




Hack den Gleiehungen (1), (4) und (5) lafst sick nun der allgemeine 
Ckarakter der Bewegung folgendermafsen sckildem: Sowohl die Kompo- 
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nente des JRotationsvektors nach der Figurenaxe wie die dam senlcreehie 
aqmtoriale Komponmte warden durch den Luftwiderstand stetig bis auf 
Null verkurzt; die Zeitdauer dieses Vorganges ist unmdlich; die Anzahl 
der Umgange, welche der Rotatknsvektor unierdessen urn die Figurenaxe 
ausfiihrt, ist endlich und bereelmet sick aus (5) m 

= G ~~ A £_ £o_ . 

2 it A X 27V 1 

sie ist um so grofser, je grofser die anfangliche Eigenrotation war 
und je kleiner die Dampfungskonstante X ist; mit verschwindendem X 7 
wo die Bewegung eine regulare Pracession wird, wachst jene Zahl, 
wie es sein mufs, ins Unendliclie. 

Interessante Unterschiede ergeben sick je nach dein Yerhaltnis 
der Haupttragheitsmomente A und C. Wir bestimmen etwa die je- 
weilige Neigung $ des Rotaiionsvektors gegen die Figurenaxe, indem 
wir nach (1) und (4) bilden 

t ff/ 3 = X-P* + a* = Vp,*+ q? ~ u {a~c ) 

8 F r r 0 

Fuhren wir noch die anfangliche Neigung ein ; so konnen wir auch 
schreiben: 

(6) tg/S = tg/3 0 e ' f . 

Der Winkel jS wachst hiernach kontinuierlich an oder nimmt standig 
ab, je nachdena G kleiner oder grofser als A ist. Die Ratalionsaxe 
strebt in jedem Folk einer Axe grofstm Haupttrdgheitsmomentes m f im 
Fdlle des abgeplattetm Trdgheitsellipsoides (0>A) der Figm m enaxe, im 
Falle des verldngertm Trdgheitsellipsoides (0 < A) einer dquatorialen 
Axe . Im Falle des Kugelkreisels, wo jede Axe als Axe eines grolsten 
Haupttragkeitsmomentes aufgefafst werden kann, wird die Rotationsaxe 
durch den Luftwiderstand natiirlich iiberhaupt nicht umgelageri; hier 
besteht vielmehr die einzige Wirkung desselben in einer allmahlicben 
Schwachung der Rotaiionsgesehwindigkeit. 

Den TJnt-erschied zwischen beiden Fallen konnen wir noch dent- 
licher beschreiben, werm y/ir an den Yerlauf des Polhodiekegels denken. 
Im Falle £7 > A verengert sick der Polhodiekegel im Verlaufe der Be- 
wegung und zieht sieh schliefslich auf die Figurenaxe zusammm, nach- 
dem er sie eine midliche AnzaM von Malen umschlmgm hat; im Falle 
C < A erweitert or sick und Vdaft , dbermals nach einer endlichm Anzahl 
von Umgangm } in die Aqtiaiorebene des Kreisels facherartig aus*). 


*) H&tfcen wir den oben gen aim ten allgemeineren Ansats gemacM, bei 
welchem zwischen X t xmd xmterschieden wird, so warden wir als Bedmgxmg 
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Wir wollen etwa, urn beide Faile durch eine Figur veranscbaulicben 
m konnen. den Folbodiekegel mit einer im Korper festen Ebene schneiden, 
die wir im Abstande 1 von 0 senkrecbt zur Figurenaxe legen. ISTennen 
wir den Durcbstofsungspunkt jener Ebene mit der Fignrenaxe 0\ den 
mit der augenblieklicben Eotationsaxe V, so ist die Entfernung p = O'P 
mit tg0, ibr Anfangswert g 0 mit tg/? 0 identisch. Der Winkel, urn den 
sich der Vektor O'P gegen seine Anfangslage 0'P 0 gedrebi bat, ist 
der oben berecbnete Winkel a Die entstebende Kurve der aufeiaander 
folgenden Punkte P, d, fa. die Spur des Polbodiekegels in der Zeicfaen- 
ebene, wird also in Polarkoordinaten dureb a und a bestimmt. Fuhren 
wir als eine bequeme Zeiteinbeit die Dauer % einer vollen Kreisel* 
umdrebung zu Beginn der Bewegung ein, so wird r 0 = * Benutzen 

wir iiberdies fiir die reinen Zablengrofsen ^ 1 mid ^ die Ab- 

kiirzungen y und d, so konnen wir (6) und (5) folgendermafsen scbreiben: 



Mg, 85. 


In den Figuren 84 und 85 ha ben wir y = ± j — ~~ vorausgesetst. 
Die Anzafal der Umlaufe unserer Kurve am O' wird 5, die Zeit, in 
der der Afast&nd q auf den e ten Teil seines Anfangswertes verkiirzt 
bez. auf das e-faefae angewaebsen ist, wird £ = 2 Or. Beide Kurven 

fiir eine Yerengertmg bez. Erweiterung des Folbodiekegels die folgende erhaiten 
haben! bez. X l C<\A. 

Es konnte hiernacb unter TJmetanden vorkommen, dais die Eotationsaxe der 
Fignrenaxe zustrebt, anch wenn dieselbe keine Axe grSfsten Haapttr&gheits- 
momentes ist. 


Klein-Sommerfeld, Xrekelbdwegrmg. IH. 


88 
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Von nan als Spirallinien bezeichnet werden, stimmen aber nicht genau 
mit einer der bekannten Spiralformen iiberein. 

tTbrigens konnen wir tins ancb ohne Rechnung yon der gegen- 
satzliehen Wirkung des Luftwiderstandes im Falle C > A nnd C < A 
Reehenschaft geben. Wir kniipfen dabei an die Figuren 86 nnd 87 



an, welcbe zunachst ebenso wie die Figuren 14 nnd 13 Ton pag. 107 
nnd 106 zum Ausdruck bringen, dafs im Falle eines abgeplatteten 
Tragheitsellipsoides G > A der Impulsvektor zwischen Figurenaxe nnd 
Rotationsvektor liegfc, dafs dagegen im Falle eines rerlangerten Trag- 
beitsellipsoides der Rotationsrektor zwischen Impuls- und Figurenaxe 
entbalten ist. Nun bestebt naeb unserer Gmndannabme die Wirkung 
des Luftwiderstandes in einem Moment, welches dem Drebungsvektor 
nacb GrQlse nnd Axe proportional ist. Dieses baben wir mit dem 
jeweiligen Impulsvektor zusammenzusetzen, indem wir entgegengesetzt 
parallel zu der Ricbtnng des Rotationsrektors an den Endpnnkt des 
ImpulsTektors einen Pfeil Ton der Lange AQA t antragen. In Fig. 86 
ww& der Impulsvektor hierdwch der Figwrmaxe genahert, in Fig. 87 von 
ihr entfemt. 

Der abgeanderten Lage und Gbrofse des Impulses entspricbt auch 
erne etwas andere Lage der Rotationsaxe und eine etwas Terscbiedene 
Grofse der Rotationsgescbwindigkeit. In den Figuren ist die geometrische 
Eonstruktion angedeutet, durcb welcbe nacb Fruherem die Ricbtung 
der Rotationsaxe aus der der Impulsaxe bestimmt werden kann. Wir 
baben nun die obige Eonstruktion zu wiederbolen, indem wir das 
Moment des Luftwiderstandes entsprechend der abgeanderten Lage und 
Gfrofse der Rotationsaxe dem Impuls hinzufugen. Wie man sieht fahrt 
bierbei der Impuls und gleicbzeitig aucb der RotationsTektor fort, sicb 
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in Pig* 86 der Figurenaxe zu nahern 9 in Pig. 87 sich von ilir zu ent- 
fernen; gleiclizeitig nimmt Impuls nnd Rotation an Grofse standig ab. 

TJm dies V erfahren streng zu niacken., miifste man natlirlich das 
zu Grunde gelegte Zeitintervall At unbegrenzt abnehmen lassen, so 
dafs der Endpnnkt des Impulses nicht einen gebrochenen Linienzug 
sondern eine kontinuierliche Kurve im Korper bescbriebe. tTberdies 
ware es notig f die Anderungen zu beriieksichtigen, die der Impuls im 
Korper vermoge der ;; resultierenden centrifugalen Drehkraft^ erfahrt 
(vgL pag. 144). Da aber diese nacb Axe und Grofse gleich dem 
vektoriellen Produkt aus Impuls- nnd Rotationsvektor ist, so stebt sie 
auf der Ebene nnserer Zeicbnnng anfangs senferecht nnd beeinflufst 
weder die Grofse des Impulses nock seine Neigung gegen die Figuren- 
axe. Die Wirkung jener Drehkraffc bestebt vielmebr nnr darin, dafs 
die zusammengehorigen Lagen von Impuls- und Rotationsaxe urn einen 
mit fortscbreitender Bewegung wacbsenden Winkel aus der Zeichen- 
ebene berausdreben werden, derart dafs der Endpnnkt des Impulses 
nicbt eine ebene , sondern eine nm die Fignrenaxe spiralig gewundene 
Kurve bescbreibt. Die genane Gestalt dieser Kurve ist im iibrigen in 
den obigen Recbnungen enthalten, da sieb ja die Koordinaten des 
Impuls - Endpunktes relativ zum Korper nur durcb die Faktoren A und G 
von den Komponenten j v, r des Rotationsvektors unterscbeiden. 

Aber aucb die Gestalt der vom Impuls - Endpunbt im Raume be- 
scbriebenen Kurve ist nacb dem vorstebenden im wesentlicben klan 
Gegen den Raum verscbiebt sieb der Impuls -Endpnnkt jeweils entgegen- 
gesetzt parallel der Rotationsaxe. Diese selbst nabert sieb nacb 
den vorigen Piguren mebr nnd mehr der Impulsaxe und drebt sieb 
uberdies um deren augenblickliche Lage, da sieb die Fignrenaxe 
nm die augenblickliche Lage der Rotationsaxe drebt und dureb 
die Lage von Piguren- nnd Impulsaxe aucb die Lage der Rota- 
tionsaxe bestimmt ist. Man sebliefst hieraus, dafs der Endpimkt 
des Impulsvektors im Raum eine Schraubenlinie von abnebmender 
Weite. der Windungen um eine gewisse mittlere Ricbtung be- 
sekreiben mufs, wie sie etwa durcb die nebenstebende Figur *) 
sebematiseb angedeutet wird. Der Impulsvektor bleibt also nicbt 
wie bei der idealen Poinsot - Bewegung im Raume genau konstant, $s 
wohl aber bleibt seine mittlere Ricbtung konstant nnd die Schwankungen 
um die mittlere Lage nebmen im Yerlauf der Bewegung ab. 

Die Bewegung der Fignrenaxe im Raume erweist sieb wieder fur 


*) Die Spirallinie gelit natuxlich abwechselnd hinter xmd vor der Mittellinie 
vorbei , was in der Eigur nicbt deutlieb genug zum Ausdruek konnnt. 
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die beiden Falle C> A und C < A grundsatzlich versehieden, Im 
ersteren Falle strebt die Figurenaxe einer Riehtung zu, die mit der 
schliefslieben Riehtung der Rotationsaxe, also aucb mit der der Im- 
pulsaxe ubereinstimmt, im letzteren Falle steht sie sebliefslich eenkrecht 
auf diesen Richiungen. Bezeiclmen wir also etwa die mittlere Riebtung' 
der Im pnlsaxe im Ranme als die Yertikale so konnen wir sagen: Bei 
dem ahgeplatt-eten Kreisel tvird die Figurenaxe durch den Luftwid&rstand 
mfgerichtet, bei dem verldngerten wird sie gesmkt. Naehdem die Be- 
wegung erloseben ist, d. b. naeb unendlieh langer Zeit stebt die Figuren- 
axe im ersten Falle vertikal, im zweiten horizontal. 

Mit Rucksicht auf den Luftwiderstand mussen wir unsere friibere 
Stabilitatsmxterscheidung beim symmetriscben BIreisel (vgl. pag. 132 
und 133) einer grundsatzlicben Revision unierziehen. Wir sagten friiber: 
die gleichformige Botation urn ate Figivrmaxe isi eine stabile, die um 
eine dquatoriale Axe eine labile Beivegungsform. Beides 1st? nur balb 
richtig, wenn wir an die Wirkung des Luftwiderstandes denken. Wir 
erteilen dem Kreisel eine Rotation genau um die Figurenaxe. I)iese 
ist aucb bei Berucksichtigung des Luftwiderstandes eine mogliche per- 
manente Bewegungsform, insofern als die Rotationsaxe im Kdrper und 
im Raume ungeandert bleibt und nur die Rotation sgescbwindigkeit all- 
mablich abnimmt. Fand die anfanglicbe Rotation aber nicht genau 
um die Figurenaxe statt oder wird sie durcb emeu Zusatzimpuls etwas 
abgelenkt ? so verhalt sicb der abgeplattete Kreisel umgekehri wie der 
verlangerte. Beim abgeplatteten Kreisel strebt die Rotationsaxe ver- 
inoge des Luftwiderstandes, sicb mit der Figurenaxe zu vereinigen, und 
stebt aisbald merklicb im Raume still. Beim verlangerten Kreisel eutfernt 
sicb die Rotationsaxe, wenn sie anfangs aucb nur beliebig wenig von der 
Figurenaxe abwich, mehr und mebr von dieser, desgleichen die Impuls- 
axe. Oder, anders ausgedruckt: Die Figurenaxe, die anfangs merklicb 
mit der Rotations- und der Impulsaxe zusammendeL stelit sicb im Ver- 
lauf© der Bewegusg sebliefslich senkrecht dazu. Wir erkexmen so: 
Die Botation um die Figurenaxe isi mit Bikksicht auf dm Luf '(under- 
stand bei dem abgeplattetm Kreisel stahil , bei dem verlangerten labil. Das 
XTmgekehxte gilt fur die Rotation um eine aquatoriale Ax e, 

Die vorstebenden Ausfubrungen decken sicb, soweit sie aimly- 
fciseben Cbsrafcters sind ; teilweise mit tJberlegungen, welche Stone*) 
im Hmblick auf die Entwickelungsgeschichte der Erde angestelli hat 
Yon geologischer Seite ist vielfacb die Hypotbese ausgesproehen, dafs 

*) On the possibility of a change in the position of the earth’s axis due to 
a frictional action connected with the phenomena of the tides. Monthly notices 
of the astronomical Society, bondon, M&rz 1867 . 
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die Rotationsaxe der Erde in fruteren geologiseben, Perioden einmal 
eine andere Lage im Erdkorper geliabt haben moge. Lsist sick diese 
Annabme mio der Tbaisacbe, dais die liotatioxisaxe jetzt fast genau 
mit der Polar axe zusammenfallt, au£ Grind einer Reibungswirkung 
yon der Art des bier Yorausgeseizten Luftwiderstendas (Gezeiten- 
reibioig) yereinen? Da die Erde ein abgeplatteier symmeiriscber 
Kreisel und ibre Polaraxe eine Axe grofsten Haupitragbeitsmomenbes 
ist > ware es nacli dem V orhergebenden an sick moglich. Indessen 
werden wir im naehsten Kapitel mit Riicksicbt anf die zaklenmafsigen 
Umstande des Vorganges 211 einer negative!! Beantwortung der ge- 
stellten Frage gefukri werden., - — 

Wir erganzen die obigen Betr&chtungen nunmebr durcb Beriick- 
sichtigung der Schwere. Bafdr wolien wir aber im Folgenden Yon der 
Ungieicbbeit der Tragbeitsmomente abseben, also einen scbweren Kugei- 
hreisel betrackten. Wabrend bei dem krafiefreieii Kugelkreisei die Ro- 
tation ancb bei Bemcksichtigimg des Luftwiderstandes dauernd urn eine 
im Raum und im Korper feste Axe stattfindet, wird beim scbweren 
Kugelkreisei das Endergebnis sein mi issen, dafs die durcb 0 gebende 
Scbwerpunktsaxe scbliefslich in alien Fallen senkreebt nacb unten weist. 
Den Prozefs ? durcb welcben dieses erzielt wird, werden wir naherungs* 
weise darzulegen baben. 

Bei dem scbweren Kreisel ist es 7 wie ofter bemerkt^ bequem, die 
Eulerschen Winkel und die Lagrangescben Gleicbungen zu feenutzen. 
Wir bestimmen zunacbst die in den Lagrangescben Gleicbungen vor- 
kommenden Komponenten (oder Momente) des Lufi widersian des bin- 
sicbtJich der drei Koordinaten q> } ty, d. Sie mogen 0 ? W 9 0 beifsen 
und sind den senkrecbten Projektionen des Drebungsrektors (oder des 
in Fig* 76 Yerdeutliebten, aus den Strecken <p 9 7 & bestebenden 

Linienzuges) auf die Figurenaxe, die Vertikale und die Knotenlinie 
proportional. Nennt man den Proportionalitatsfaktor wie feiiher X, so 
findet man nacb Fig. 76: 

(8) $ — -2 (9 + ^'co sd), V ~ — X ($' + g>'cos#) ? 0 = - Xd\ 

Die zugeborigen Impulskomponenien beifsen N f n und [0]; wie 25* B* 
au$ den Gl. (2) des yierten Paragxaphen berrorgebt, bat man im Falle 
des Kugelkreisels: 

(9) N = A {tp + ^'eos d) 9 n A ($> + cos &)> [0] » Ad 1 ', 


Die Lagrangescben Gleicbungen lauten ? wenn T die lebendige Kraft 
des Kugelkreisels bedeutet: 


dN * dn 

di-*> at 


y dt d» 


= JP sin & + 0, 
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Mit Rucksiekt auf (8) mid (9) und den in 61. (4) des vierten Para- 
graphen amgegebenen Wert Ton oTfd& konnen wir scbreiben: 


( 10 ) 


dN l Tiy dn 

1t == ~A Jy ’ ~dt~~A n ’ 


( 11 ) 


^*" + 4*' = Psin*- 


(n — N cos -O’) ( N — n c os &) 
A siiC & 


Die Gleiebungen (10) bedingen, ahnlich wie beim kraftefreien Kreisel, 
eine exponentielle Abnahme der Tmpulskomponenien nacb dem Gesetze: 

__u _xt 

(12) N «* N 0 e A , n = n 0 e A ; 

das Verhliltnis beider Komponenten bleibt dabei konstant; denn es ist 
N: n = N 0 : n 0 . Indem wir die Werte (12) einsetzen, vereinfaebt -SLcb 
(11) wie folgt: „ 

(13) in*-. 

v J A sirr 


Wir gelien bier wie bei dem frQheren Reibungsproblem auf „Pra~ 
cessions-abnhclie Bewegungen“ aus. Da bei der regularen Pracession 
$ = const, ist, wollen wir jetzt nacb solcben Bewegungen fragen, fxlr 
die und klein sind. In erster Naberung setzen wir daber die 
linke Seite gleicb Null und folgen damit einem Yerfabren, welcbes 
als „Metbode der langsamen Bewegungen^ aufserordentlicb viele be- 
wufste Oder unbewufste Anwendungen auf alien Gebieten bndet. Der 
Sinn dieses Yerfahrens bestebt darin, dafs man eine binreichend lang- 
same Bewegung naberungsweise als eine Aneinanderreibung von Qleicb- 
gewichtslagen auffafst, dais man also von der Tragheit des Systems, 
die offenbar um so weniger ins Grewicht fallt, je langsamer die Be- 
wegung ist, absiebt. Dies Verfabren liefert in vielen Fallen eine 
brauchbare erste Annaberung an den wirklichen Bewegungsverlauf, eine 
Annaherung, die wir im vorliegenden Falle durcb Berecbnung einer 
zweiten Naberung kontrolberen werden. 

Wir bestimmen also cos # als Funktion von t ms der Gleiebung: 

%xt 

(14) - cos*) g - cos*) - sin 4 *e ' . 

Wir setzen emen starken Anfangsimpuls voraus, nebmen also an, dafs 
AP/N* klein seij von derselben Grofsenordnung ist AP/n 0 N 0 . Fallt 
der Anfangsimpuls uber dies nabezu in die Ricbtung der Figurenaxe, 
so wird w 0 /JY 0 ein echter Brucb, der etwa dem Cosinus eines Hiilfs- 
winkels *> 0 gleicbgesetzt werden kann. Wir unterscheiden den Anfang 
der Be wegung (t klein) und das Ende derselben (t sebr grofs). 

a) t Mem . Die recbte Seite von (14) ist wegen AP/n 0 N 0 klein; auf 
der lrnken Seite mufs daber einer der beiden Faktoren ebenfalls klein sein. 
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Dies kann nur der Faktor Jp- — cos fr = cos # 0 — cos & sein. Wir setzen 
dementsprechend cos^ — cos^ 0 + s und vemacMassigen bahere Potenzen 
Ton e. Aus (14) foigt: 

- £ fck~ cos ^° 

2 It 

iP . go. A 

und 

(15) cos 9- = cos 9 0 - ~ sin 2 9 0 e A . 

Mit dem gleiclien Grade der Annaherung gilt: 

2 It 

A P "T“ 

( 15 ') &^& 0 + ±^smV o e A . 

* iV 0 

Wir scbliefsen daraus, dais zu Beginn der Bewegung O’ wacbst, die 
Figurenaxe also sick senkt, wenn P positiy isfc, d. h. wenn der Scbwer- 
punkt auf der positiyen Figurenaxe liegt. Im umgekekrten Falle xiimmt 
O ab 7 die Figurenaxe hebt sich also, wabrend die Scbwerpunktsaxe, die 
mit der negatiyen Figurenaxe ideutiscb ist, sick senkt. Der Anfangs- 
wert O stiramt ungefabr mit unserem. Hiilfswinkel O 0 fiber ein. 

2 Xt 

b) t grofs. Das Produkt A -^e A wird beliebig grots, wenn t iiber 

alle Grenzen wacbst. Da die linke Seite von (14) endlicb bleibt, mufs 
sin 9 mit wacbsendem t klein werden; cos 9 wird daber gleicb i 1. 
Fur cos 9 == + 1 wird die linke Seite von (14) gleieb 

(N 0 ~n^ 

%N- 0 ’ 

fur cos 9 = — 1 wird sie gleicb 

, (lVo+«o) a 

+ n 0 N 0 

Vergleicbt man die Vorzeicben der recbten und linken Seite in (14), 
so erkennt man, dais cos 9 = + 1 im Falle P <C 0, cos 9 = 1 im 

Falle P> 0 gilt. In beiden Fallen ist die Scbwerpunktsaxe gegen 
Ende der Bewegung senkrecbt nacb unten gericbtet. Die formelmafsige 
Darstellung von 9 gegen Ende der Bewegung lautet daber: 


• sin 4 .4- p A 

« # N 0 Sm *° e ’ 
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Der graphiseke Verl&uf der durck (14) besiimmten Abkangigkeit 
zwiscken ^ imd t wird schematise!! durcli die beiden Xurven der Mg. 89 
rer&nschauHctt. 

JStetfiriich ist es nock keineswegs ausgemackt, dafs unsere durek 

ziemlich willkiirliclie Y ernachlassigung einiger Glieder der Differed- 

tialgleicKung (13) geftmdenen 
Formeln den wirklicken Yer- 
lauf der Pracessious-almlicberi 
Bswegung approximieren. Jedem- 
falls isfc Merzu nock der Naeh- 
weis erforderiich, dafs die ver- 
naeHassigten Glieder ikatsaek- 
t lick klein gegemiber den bei- 

behaltenen ausfallen. Indem 
wir jetzt nacktraglich diesen 
KTackweis liefiern, warden wir gleiehzeitig die Moglickkeit zeigen, die 
biskerigen Aimakerungen schrittweise zn verbessern. 

a) t Mein . Wir bereckaen die links Seite der GrL (13) auf Grand 
der Forael (15'). Es ergiebt sicb 

$Xi 

ft 2 2 A J> ~~T 

(17) A&" + X& ~^--=~i8mfr 0 e A . 

Das Yerkaltnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede der reekten 
Seite Ton (13), welckes wir nakerungsweise gleicb Pain#*, sehreiben 
konneiL wird 

nt 



Die Grofsenordnung dieses Verkaltnissres wird, da bei kleinem t die 
Exponentialgrofse nur mafsige Werte kat, durck die Zahl 1 3 /Y 0 2 be- 
siirnmt. Znfolge der Einfukrung des Proportionalitatsfaktors l bedeutet 
aber 2#A denjenigen Zusatzimpuls, welcken der Luftwiderstand bei einer 
vollen Umdrekung xmx irgend eine Axe ausiibt. Wir durfen atmebmen, 
dafs dieser erhebHck klemer isi ? als der Eigenimpuls des Kreisels oder 
anders ausgedrdckt, dafs die Tragkeitswirbingen der Lnft aufserst ge- 
ring sind rerglicken mit den Tragheitswirkungen des Kreisels* Unsere 
Eontrolle der obigen Nakerangslosnng kat also ein befriedigendes Er~ 
gebnis gehabt, da sie zeigt, dafs die vernaehlassigten Glieder der 
Differeniialgleickung in der Tkat you geringerer Ordnung wie die bei- 
bekaltenen waren. 

Die biskerige Losung lafst sick jetzt leickt dnrck Berueksicktigung 
der linken Seite you (IS) korrigieren. Wir setzen, aufser in dem Aus- 
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schiag gebeuden Gliede n 0 — N 0 cos iiberall in GL (18) unsere erste 

Nakerung (15) ein; fur die linke Seite benutzen wir d&bei den Aus- 

druck (17); auf der reehten Seite haben wir nach (15) zu setzen : 

( 22 
I A P — 

sin ^ = sin !f 0 1 1 + jp ± cos &o e * 

( ?A 

Nq — n Q cos & = Nq sin 2 #" 0 (1 -f ^ t cos e ^ 0 e A 

Nach einigen formalen Yereinfachungen und bei YornacMassigung 
hoherer Potenzen der kleinen Glieder finden wir 

iif f sin 

n 0 - ,V 0 cos & = ™ sirr# 0 e A \ 1 + (^0- cos # 0 — ~j e A | 

und hieraus: 

9 U <f 2Xt \ 

(18) cos # = cos# 0 — ^sin 3 # 0 e A j 1 + cos # 0 — e A 

Dies ist die gesuchte Korrektion von (15)> die wir als eine zweite 
JSTaherung anzusehen haben 7 da nunmekr die Quadrate und Produkte 
der kleinen Grofsen AP/Pf^ 2 und 1?/N 2 beibehalten sind. Ersichtlich 
enthali unser Yerfabren den Keim zu einer beliebig fortzusetzenden 
PotenzentwicMung nach eben jenen kleinen Grofsen; wir brauchten nur, 
um zu dieser zu geiangen, aus der zweiten Naherung eine dritte etc. 
zu berechnen. Mit wachsendem t wiirde sich die Konvergenz der Ent~ 
wickelung verschlechtern, da in (18) die Potenzen der genannten kleinen 
Grofsen von den entspreckenden Potenzen des Faktors e 2Xt ^ A begleitet 
werden. Aus diesem Grunde und wegen der Umstandliehkeit der so 
entetehenden Formeln begniigen wir uns mit der zweiten Naherung* 
b) i grofs . Auch bier gilt es zruiachst, naehzuweisen^ dafs in 

GL (13) die linke Seite bei der Aufstellung der Naherungslosung (16) 
vernachlassigt werden durfte. Wir berecknen zu dem Ende die ver- 
naehlassigten Terme nach GL (16j und finden 7 je nachdem P^JO ist ? 

AQ" + W' = ±{j sin#. 



Das Verhaltnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede P sin & der 
rechten Seite von (18) betragt 


4 AP 


Wir diirfen annehmen, dafs A 2 Hein ist gegen die gleiehbenannte Groise 
AP f was etwa auf die Annahme hinauskommt, dafs der Einflufs des 
Luffcwiderstandes auf die Exeiselbewegung Hein ist gegeniiber der 
Schwerewirkung. Jedenfails ist unter der genannten Annahme die 
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VernacMassigung der linken Seite von (13) in erster Naberung ge- 
recbtfertigt. 

Gehen wir axicli Mer auf dem oben bescbriebenen Wege zu einer 
zweiten Naherung iiber, so finden wir, wenn wir die Falle F ^ 0 
durcb ein doppeltes Yorzeicben unterscbeiden: 


(19) 


sin^ = l/^i3 e Wi+* 
r V+AP \ —U 


V±AP 


JL\ 

16 A?)> 


also eine Formel desselben Cbarakters wie (16). Anch bier koruite 
man zu einer dritten etc. Naberung fortscbreiten. 

Die fur die erste Naberung entworfene sebematiscbe Figur 89 
kann ims ebensowobl zur V eranschauliebung dieser zweiten Naberung 
dienen. tTbrigens werden sicb dieser Figur nocb Nutationen von der 
Periode der Kreiselumdrehung iiberlagem konnen, die von den Aafangs- 
bedingungen der Bewegung abbangen und sicb im Yerlaufe der Be- 
wegung abglatten. Unsere Kurve aus Fig. 89 kann sicb nur bei geeignet 
gewablten Anfangsb edingungen (und aucb da nur naherungsweise) ein- 
stellen, abnlicb wie die regulare Pracession bei dem idealen KreiseL 
Im Allgemeinen wird sie nicbt die Integralkurve selbst sondern nur die 
„Leitlinie“ der Integralkurve darstellen, um welcbe sicb die letztere mit 
abnebmenden Oscillationen berumscblangelt ; abnlicb wie in den Figuren 
79 und 80 des vierten Paragrapben. 

Bei nicbt kugelformigem Tragbeitsellipsoid liegen die Yerbaltnisse 
wesentlicb komplizierter. Hier kann der Fall eintreten, dafs die Figuren- 
axe wegen der kombinierten Wirkung von Scbwere und Luftwider- 
stand nacb der Yertikalen binstrebt, dafs sie aber wegen der Verscbieden- 
beits der H&upttragheitsmomente von dieser abgelenkt wird. Welcber 
dieser Einflusse die Oberband gewinnen wird, lafst sicb obne ein 
tieferes Eingeben nicbt entscbeiden. 


§ 8. Die Elastizitat des Kreiselmaterials. 

So unentbebrbcb der Begriff des starren Korpers fur Naturwissen- 
scbaft und Tecknik ist, so sicber ist es, dafs er in der Wirklicbkeit 
nur grob angenabert wird. Aucb der in Bewegung gesetzte Kreisel wird 
sicb nicbt nur wie ein starrer Korper als Ganzes bewegen, sondern er 
wird gleichzeitig den durcb die Bewegung bervorgerufenen Spannungen 
etwas nacbgebend sicb deformieren. Die Frage ist nur, ob solche Form- 
anderungen unter. irgend welchen Umstanden merklicb werden. Diese 
Frage ist gerade in demjenigen Falle akut geworden, wo wir vielleicht 
am ebesten geneigt sein mocbten, die Yorstellung der starren Konsti- 
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tution festzuhalten, im Falie unserer Erde. Niekt nur ist die Gestalt 
der Erde in dauernder Weise durch ihre Umdrekung beeinflufst und 
yon derjenigen Yerschieden, die sie annekmen wiirde', wenn sie ernes 
Tages zu rotieren aufkoren wiirde; sondem die Gestalt der Erde anderfc 
sick atick, wenn sick die Drekaxe im Erdkorper umlagert, also you 
ikrer normalen oder mittleren Lage, in der sie mi t der Figurenaxe der 
Erde zusammenfallt, etwas akweicht. Direkt ist eine solcke Form- 
anderung naturlich nickt mefsbar; sie iibt aber eine Ruckwirkung auf 
die Bewegung der Erde, namlick anf den Wecksel der Drekaxe im Erd- 
korper aus, eine Ruckwirkung, die sekr wokl der Messung zuganglick 
ist. Wir kommen im nacksten Kapitel auf diese Verkaltnisse im Zu- 
sammenkang zuriick. Hier gilt es, die spateren Diskussionen Yorzu- 
bereiten und zu zeigen, dafs entspreckende Fragen kei jeder Art Ekeis el- 
problem auffcreten, wenngleick iknen bei den xiblicken Abmessungen 
und Formen unserer Apparate kaum eine nennenswerte Bedeutung zu- 
koinmen durfte. 

Indem wir die Verkaltnisse der Erde im Auge behalten, betrackfcen 
wir einen Kreisel von der Form eines abgeplatteten Rotationsellipsoides. 
Die Massenverteilung im Inneren des Ellipsoides sei komogen, den 
Sekwerpunkt desselben denken wir uns imterstiitzt, so dafs wir nur die 
kraftefreie Bewegung zu betrackten haben, die beim starren symme- 
triscken Kreisel, wie wir wissen, eine regular e Pracession ist. IJnser 
Interesse werden wir auf die Pracessionsdauer und den Einflufs, den 
kierauf die Elastizitat des Materials nimmt, rickten. 

Hinsicktlick der Benennung ist im Auge zu bekalten, dais gerade 
im Falie der Erde die kier zu studierende Praeessionsbewegung als 
freie Nutation (spezieller, sofern man Yom Einflufs der Elastizitat ab- 
siekt, als Eulersche Nutation) bezeicknet wird, wakrend man bekanntlick 
bei der Erde unter Pracession eine durck Sonnen- und Mondanziekung 
erzwungene Bewegung von aufserordentliek viel langerer Periode ver- 
stekt. Dieser langsamen erzwungenen Pracession iiberlagert sick die 
sekr viel rasckere Eulerscke Nutation, unsere kraftefreie Pracession, 
so dafs die Gesamtbewegnng den uns woklbekannten Charakter der 
pseudoregularen Pracession annimmt. tjbrigens bezeickneten wir auch 
bei der aUgemeinen Untersuckung der pseudoregularen Pracession in 
Kap. V, § 2 die Sckwankung des Kreisels gegen die Bewegung der er- 
zwungenen regularen Pracession als Nutation; auck dort erweist sick 
diese Nutation gleickkedeutend mit der kraftefreien Pracession des dem 
Einflufs der Sckwere entzogenen Kreisels, namlick unter den Be- 
dingungen, durck welcke wir die pseudoregulare Pracession defi- 
nierten, dafs 1) der Eigenimpuls sekr grofs sei (N 2 grofs gegen AJP) 
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und dafs 2) die Figurenaxe sieis in der Nate der Impulsaxe liege, 
Bedingungen, welclie im Falle der Erde erriillt sind. 

Die gestaltiiehen und Massenverhaliaiisse nnseres Ereisels warden 
durch Anga.be der foigenden, ii&ck Voraussetzung positive!! Verhaltniszakl 

C — A 
B ~~ A 

gekexmzeiclmet. welclie wir die Eilipimidif 6 nennen. Aus der Ellip- 
tizitat bereclmet sick die numeriscke Exeentrizitat e der Meridiankiirve 
nnseres Eliipsoides nach der Formel e = ]/2a/(l + a). Fitr ein be- 
liebiges Ellipsoid gilt namlich, dafs das Tragheitsmoment nm eine be- 
liebige Hauptaxe gleicli dem fdnften Teil der Masse multipliziert mit 
der Summe der Quadrate der beiden anderen Hanptaxen wird. Be- 
zeich.net also b die in die Figurenaxe des Eliipsoides fallende Mein© 
Hauptaxe, a die in die Aquatorebene fallende grofse Hauptaxe der 
Meridianellipse, so tat man 

A-f(c‘+n O_f(«>+o>) 

und daher 

_ a* — 6 2 

*~ «* + &*> 

wahrend die Definition der numerischen Exeentrizitat bekanntlict lauiet: 



Hieraus folgi leictt der oben angegebene Zusammenkang zwischen e 
und s. 


Ibidem wir abermals an .die Verhaltnisse der Erde denken, seism 
wir s ah Meine Zdhl vorcms; die Gestalt des Eliipsoides weicht dann 
wenig von der Kugelgesiali ab (Spkaroid). TJnter dieser Annatme 
schreiten wir die naherungsweise Gleichung der Oberfiacte des Eliip- 
soides an. Wird 0 nack der Figurenaxe, x und y nact zwei rectt- 
winkligen Axen der Aquatorebene gemessen, so taken wir zunachst 


okne Vemactlassigung 


V + 


1. 


Wir transformieren diese Gleictung in zenferiscke Polarkoordinaten, in- 
dem wir mit r den Abstand ernes Punktes der Oberfiacte vom Mittet 
punkt des Eliipsoides, mit 0 die Neigung des Radiusvektor r gegen 
die Aquatorebene bezeicknen. Wir taken dann 


£ 2 *» r % smrQ P x 2 + =* r s cos 2 0, 

also sufolge der obigen Ellipsoidgleictung 


1 ___ i — cos 2 0 

IF 



= ~ (1 — e 3 cos 3 0) 
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und angenakert 

(1) r = b (1 + £ cos 2 0). 

Dies die ursprtagliclie Kreiselgesialt. Wird nun der Kreisel in 
Rotation verse tzt ? so tritt eine Formanderung auf, die wir als Hein vor- 
ausseizen konnen. Findet die Rotation gerade tun die Figurenaxe statt ? 
so wird das Ellipsoid nock etwas mehy abgepiattet: die Elliptizitat a 
wird um einen kleinen Betrag s' vermekrt. Bei der Bereclmimg der 
kinzukomiuenden Elliptizitat s', die nach den Grundsatzen der Elasti- 
zitatstkeorie zu erfolgen bat. wird man von der ixrspninglick vor- 
kandenen Elliptizitat a unbedenklick absehen, also die uxsprimgliche 
Kreiselgestalt einfack als Kugel voraussetzen diirfen. Derm, durck die 
Heine Abweiehung a von der Kugelgesialt wird die hinzukommende 
Elliptizitat a' nur in einer Grofse zweiter Ordnung (von der Grofsen- 
ordnung des Produktes as') beeinfhifsi Man kann dabei die Frage 
aufwerfen, welcken Radius man der Kugel geben soil, durck welcke 
man zum. Zweck der Berecknung von a das urspriinglicbe Ellipsoid 
mit den Hauptaxen a und b ersetzen will. Am nachsten liegt es ; eine 
mittlere, zwiscken a und b enthaitene Lange m als Radius zu wahlen, 
die man so bestimmt, dafs der Inkalt der Kugel gleick deni Inhalt 
dm ursprunglichen Eilipsoides wird. Diese Forderung fohrt auf die 
Bedingung 

m? *» a 2 b. 

Setzt man fur a den aus Gi (1) mit 0=^0 folgenden Wert a = b (1 + f) 
em, so wird 

f»« ~ J 8 (1 + 2e), »t 6 (l + |- *), 

Die Gleichung des ursprunglicken Eilipsoides lafst sick daher folgender- 
mafeen sckreiben: 

(2) r « m (l + £ (cos 3 0 — 

wahrend die Gleickung desjenigen Eilipsoides, in welches die Kugel 
vom Radius m tibergakt, die folgende sein wird 

(JF) a'(eos 2 0 — • 

Durck Superposition der beiden geringen Abplattungen s und s ergiebt 
sick als Gleickung unseres durck die Rotation deformierten Eilipsoides: 

(3) r 5= m (l + (s + s') (cos 2 6 — ^)) m 

Ahnlich konnen wir verfakren, wenn die Rotation tun eine von 
der Figurenaxe abweiekende Axe stattfindet Der Winkel zwiscken 
Figurenaxe und Rotationsaxe sei 6 (vgL Fig. 90 FOR I). Die nun 
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entstehende Abplattung wird sich symmetriscb um die Rotationsaxe 
01 2 berum yerteilen und bann wiederum so berecb.net werden, als ob 

, der Kreisel die ursprung- 

l licbe Form einer Kugel vom 

Radius m hatte. Die bin- 
/ zukommende Elliptizitat a 

^r/i / bat dieselbe Grofse wie vor- 

ber. Die Gleichung des aus 
der Kugel entstebenden El- 
e lipsoides lautet 

\i/&\ V' \ (4) r=m(l+ £'(cos 2 G - ?) J , 

1 £1— J LL# 1 j wo 0' den Wink el des be- 

l / liebigen Radius vektors r 

\ / J gegen die zur Rotationsaxe 

\v / / senkrecbte Ebene bedeutet. 

Wie man aus Fig. 90 er- 
/ benni 7 ist 

0' = 0 + d. 

Fig. 90. 

Hiermit ist aucb in gemigen- 
der Naherung die Formanderung bestimmt, welche das ursprungliche 
Ellipsoid (GL (2)) durcb Rotation um die Axe OR erleidet. Die neue 
Form wird durcb die Gleicbung 

(5) r -=m(l + s cos 2 © + e cos 2 (0 + d) — ~ (f + a')) 

gegeben. 

Dies ist mit derselben Armaherung die Gleicbung eines abgeplatteten 
Ellipsoides, wie es die bisberigen Gleicbungen (1) bis (4) waren. Die 
Figurenaxe des neuen Ellipsoides fallt aber nicbt mebr mit der urspriing- 
licben Figurenaxe zusammen. 

Zur Bestimmung der nunmebrigen Figurenaxe (und der zugeborigen 
Aquatorebene) baben wir die Gleicbung 

dO u > 

das beifst: 

a cos 0 sin 0 + a cos (0 + d) sin (0 + d) = 0. 

Den Winkel d werden wir als hleinen Winkel voraussetzen. Wir 
diirfen damn statt der obigen Gleicbung scbreiben: 

a cos 0 sin 0 -f a' cos 0 sin 0 + a d (cos 2 0 — sin 2 0) = 0 

oder 
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Die rechte Seite ist wegen des Faktors S klein; daher erhalt man fur 
0 zwei Werte — # und a/2 — O’, die sick wenig yon Null und yon 
%j2 unterscheiden. Der erste kommt einer der in der Aquatorebene 
gelegenen Hauptaxen, der letztere der neuen Figurenaxe zu. Der 
Winkel zwischen der urspriinglichen und der neuen Figurenaxe (<£ F OF" 
in Fig. 90) betragt ebenfalls O und man hat hinreichend genau 

(«) 

Das so gefundene Re suit at ist sehr anschaulich: 

Ware das Material des Kreisels ahsolut starr , so wiirde die Massm- 
verteilung nach me vor symmetrisch urn OF bleiben (0 = 0); ware e$ 
dbsolat nachgiebig (FlilssigJceii ) , so wurde es sich symmetrisch um die 
Drehaxe OF herum gruppieren (O = d); bei jedem mdli-chen Grade von 
elastischer Widerstandsfdhigleeit mufs sick ein mitUerer Zustand ausbildm , 
bei welcher eine zwischen OF und OF gdegem Axe Symmetrielmie der 
Massenverteilung wird (O < 6). 

Aus der nunmehr bekannten Gestalt des Kreisels wird es leicht 
sein, immer unter der Annahme homogener Massenverteilung, auf Trag- 
heitsmomente und Elliptizitat des deformierten Spharoids zu schliefsen. 
Und zwar werden wir auf dieselbe Elliptizitat gefiihrt werden., gleich- 
viel, ob die Rotation um die Figurenaxe OF oder um die davon ab~ 
weichende Axe OF stattfindet, ob also die Oberfiache durch Gl. (3) 
oder durch GL (5) gegeben ist. 

In der That erhalten wir als Hauptaxen des deformierten Ellipsoides 
aus GL (3) fur 0=0 : r = a = m ^1 + y (& + a)j , 

„ „ 0 = f- :r = V=m(. 1— 1-(* + 0)» 

aus Gl. (5) fflr 0 = — ■& : r = a — 1 + -£-(« + f')^ , 

» „ 0 = y-#: r = V -»(l— + 

wobei wegen der Kleinheit von O gesetzt wurde: eos 2 0= 1, sin 2 O = 0. 
Beide FMipsoide sind also in erster Naherung hongrumt , sie unterscheiden 
sich nur durch ihre Lage , nicht durch ihre Gestalt Dementspreehend 
werden aueh ibre Haupttragbeitsmomente A' und O' und ihre Ellipti- 
zitat E die gleichen. Man findet aus den vorstehenden Werten von a 
und V unmittelbar: 

E = ^=,— = £ + e'. 


(?) 
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Wir sind jetzt in der Lage, die Bauer drier freim Procession des 
Krdsds sowoii fur ein siarres, wie fiir ein durch die Rotation defer- 
mierbares Material m berechnen. In ersterer Hinsicbt konnten wir 
nns auf Reehnungen aus Kap. XU, § 2 berufen. Nach GL (6') von 
pag. 151 ist die aquatoriale Komponente p + iq des Drehungsvektors 
bei der regularen Pracession durch einen Exponentialausdruck gegeben, 
in dessen Exponenten it mit deni Faktor 


multipliziert erscheint. Dieser Faktor mufs d&ker gleich 2tf/T sein, 
wenn T die Pracessionsdauer bezeichnet. Redeutet andrerseits % die 
Dauer einer Rotation des Kreisels, so ist der Rotationsvektor Q gleich 
2rcjx und seine Eomponente nach der Figurenaxe, die in der an- 
gezogenen Gleichung mit r 0 bezeichnet ist, gleich cosd*23z/tr, nnter $ 
den in Fig. 90 so bezeicimeten Winkel verstanden. Mithin hat man 


2tt 


C — A 2a 


cos S 


oder, da man cosd hinreichend genau gleich 1 setzen darf; 


(8) 


r= 


t 

€ 


Lehrreicher und fiir das folgende niitziicher ist indessen der 
fclgende Weg zur Ahleitnng der gleichen FormeL Nach unserer Au£~ 
fassung der Bulerschen Differentialgleichungen s&gen diese aus, dafs 
der Xmpulsvekior im Ranm bei der kraftefreien Bewegung nach Richtung 
und Grofse ungeanderi bleibt, dafs dagegen relativ gegen den Krcisel 
die Fortschreitungsgeschwindigkeit des Impuls-Endpunktes nach Richtung 
und GroJfee gleich dem vektoriellen Produkt von Impuls- und Drehungs- 
vektor (der sog« „resultierenden zenirifugalen Drelikraft^) ist. Bedeutet 
also J den Yektor des Impulses, \J\ seine Lange, dJ seine augen- 
blieklicfae Andenmg relativ gegen den Ereisei und bildet derseihe mit 
der Figurenaxe den Winkel y (vgl Fig, 90), so hat man 

( 9 ) 

Q ist die Lange des Rotationsvektors B und kanm wie oben gleich 
gesetzt werden. Der Impuls-Endpunkt besehreibt mm im Ereisei 
wahrend ernes PrScessionsumlaufes einen Exeis vom Radius j J\ sin y 
um die Figurenaxe. Hierzu gebraucht er vermoge des angegebenen 
Wertes seiner Fortschreitungsgeschwindigkeii die Zeit 

m 2f?\J\ sin y _ sin y 

1 |7|Qsin(« — y) ” x - 
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oder bei hinreiehender Kleinheit des Winkels d 


( 8 ') 


T = x 



Diese Berechnung siimmt mit der in (8) gegebenen natiirlieh iiberein. 
Es ist namlioh tg y gleieh dem Yerhaltnis der aquatorialen Kompo- 
neuie des Impulses zu der naeh der Figurenaxe genommenen und tg d 
gleiek dem Yerhaltnis der entsprechenden Eomponenten des Roiaiions- 
Yektorg, Da sick nun naet dem grundsatzliehen Zusammenhang zwischen 
Impuls- und Rotationsvektor entspreckende Eomponenten beider Vektoreu 
wie A bez, wie C yerhalten, so ergiebt sick 


tg 7 : tg d ~ A : C 

oder hinreichend genau 

(10) yi9-A:0; r *- - jA 


1 

£ 


Die Uberlegung, die zu 61. (9) fiikrfce, laist sick unmittelbar auf 
den elastisck deibrmierbar en Kreisel iibertragen. Wir nmssen dabei 
nur eine Yoraussetzuug ausdrucklich hervorhebem Die Formdndemng 
soil Zeil hahen, sick vollstdndig in der obm besehriebmen Weise fur jede 
Lage des Botationsvektors auszmbilden, bevot* dieser Vektor seine Lag e 
im Kreisel merklidi verandert hat Diese Annahme ist in kokem Grade 
gereehtfertigt, da sick Spannungen und Formanderangen allgemein 
gesprocken mit der dem betr. Material eigentiimlichen SchaRgeschwin- 
digkeit ausbreiten, wahrend die beobaektbaren Bewegungserscheinungen 
(hier die Uinlageruugen des Rotationsvektors) aiifserordentlieh yiel lmg~ 
earner erfolgen. Unter dieser Annahme wer&en wir sehen, dais die 
allgemeine Bewegung aueh des deformierbaren Kreisels als regulare 
Pracession bezeicknet warden kann. Wiiyde dagegen diese Annahme 
nicht zulassig sein ? wilrde also die Abplattung nach Lage und Grofse 
hinfcer der durch die jaweilige Lage der Rotationsaxe indizierten Ab- 
plattung zuriiekbleiben, so ware die Bewegung yiel komplizierter. 

Wir unterscheidan die durch die jeweilige Rotation ahgeanderte 
Symmetrielinie der Massenyerteilung (OF' in Fig. 90) als instantane 
Figurenaxe yon der ursprimgliehen oder miUleren Figwrmaxe OF . Die 
Bewegung des deformierbaren Kreisels wird nun in jedem Augenblicke 
dieselbe sein, wie die eines siarren Kreisels mit der wechselnden 
Figurenaxe OF' und den abgeanderten Tragheitsmomenten A r und 0\ 
D ementspr eckend wird der Impuls - Endpunkt, dessen Forischreitungs- 
gesekwindigkeit gegen das Exeiselmaterial wieder durch das yektorielle 
Produkt aus Impulsvektor (J f ) und Rotationsvektor (B) gegeben ist, 
in jedem Augenblicke senkrecht gegen die durch die Yektoren J' und 
B gelegte Ebene forischreiten. Jede Umlagerung yon J' bringt aber 

Kloia-Soramerfeld, Kreiselbe wegung IH. Auil. 89 
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eine ITmlagerung von R mit sich, nnd zwar mufs Bach dem all- 
gemeinen Zusanmenhange zwischen Impuls- und Drehungsvektor der 
Endpunkt von R parallel zu dem Impuls -Endpunkte fortsehreiten. 
Jede Umlagerung des Eotationsvektors hat andrerseiis eine Form- 
anderung nnd eine neue Lage der instantanen Figurenaxe zur Folge. 
Da wir annehraen, dafs die Formiinderung Zeit hat ? sich vollstandig 
auszubilden, liegt die instantane Figurenaxe dauernd in der dureh OF 
nnd R bestimmten Ebene. In derselben Ebene liegt auch wegen des 
allgemeinen Zusammenhanges zwischen Impuls- und Rotationsvektor 
die Axe von J'. Die drei Axen 0F\ OJ' und OR liegen also in der 
gleichen Meridianebene durch OF \ die sich um OF dreht. Da iiber- 
dies die Wmkelabstande der drei Axen erhalten bleiben, beschreibt 
jede derselben einen Kreiskegei und im besonderen der Impuls-End- 
punkt J' einen Kreis um OF. Diese Bewegung hat durchaus den 
Charakter einer regularen Pracession, nur dais aufser der Impuls- und 
der Rotationsaxe auch die instantane Figurenaxe im Korper fort- 
schreitet. Wir berechnen jetzt die Pracessionsdauer T\ indem wir 
wieder den Weg des Impuls-Endpunktes wakrend ernes Umlaufs durch 
seine Fortschreitungsgeschwindigkeit dividieren. 

Der Weg betragt jetzt 2%\J'\ sin (& 4- /) (vgl Fig. 90 ) } die Fort- 
schreitungsgeschwindigkeit ist 

= \^'\ ^ sin(d' — }/), 
daher wird die Pracessionsdauer 


rp, _ 2 or | J' I sin (# + /) sin (S -j- y ) 
X ~ \J'\Q ain (<?'-/) ~~ T sin (<?' — /) 


oder hinreichend genau 

(ii) 


Den bier auftretenden W inkelquotienten haben wir mit Riieksicht auf 
die GL (6) und (10) umzurecknen. Aus Gl. (6) folgt, da nach Fig. 90 
d — « + ist: 


# 


£ -j- £ 


(»+*'), 



GL (10) lautet, fur die deformierte Gestalt des Ellipsoides angeschrieben; 

/ : <T - A : C f 

und lehrt ; dafs hinreichend genau gilt 


d 0 


y 


/ 

— y 




r- 


i_ _ i 
E £ + s 
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HiemaoH wire! 

& +_/ = , / ___ i /s' l ^ 

d'— / * <T~- / ” r d' — 7' e+f'\f ' ) s’ 

Uixs er obiges Resnltat bezuglieh der Praeessi onsdauer T f (Grl. (11)) 
lalst sieh daher sehreibon; 

(m 

in weleher Form es mifc dor fruheren Gleichung (8) zusammenfallfc. 
In Worten heifst dieses: 

Gie JPrdcessiomdauer tines Krtisds von deform ierbarem Material 
und spkdroidi softer Gestalt hereehnet sick nielli ans der Elliptititdt seiner 
deform ier ten Gestalt , (welch c E = s + / genanni wurde), son der n aus 
der Rlliptizitiit seiner urspninglichwi Form , die es vor der Rotation 
hatte mid die es brim Eribschen der Rotation wieder annehmen wiirde. 
Sie ist daher von der dastiseken Kachgiebigkeit des Materials imab - 
hdngig and im hesonderen gleich der Prdcessionsdauer tines absolut 
starr en Kreisds y dessen EUipiiziiM mit der ursprimgliehen Elliptisitat s 
des deform ierlxiren Krtisds iibereinstimmt 

Wir warden im folgenden Kapitel bei den geophysikalischen An- 
wendungen auf die sen Safcz zuruckkommen und werden ihn zum Aus- 
gangspunki fiir die Darstellung der Polschwankungen und filr die Er- 
klarung der sog. Chandlerschen Periode nelimen. Eine Seliwierigkeit 
hat die Ubei*tragung der vorstehenden Kesultate auf die Verhaltnisse 
der Erde nur insofem, als 1) die Erde ihrer Massenverteilung nach 
kein homogenes Rot&iionsellipsoid ist ; sondem nach der Mitt© bin 
dichter als auf der Oberftache ist, und ferner insofern als 2) bei einer 
Deformation der Erde neben den elastisehen Krafteu aueh die Gravi- 
tatiouswiikungen der einzelnen Teile auf einander weaentlich in Betracht 
kommen, Der erstgenannte Urn stand bringt es mit sich, dafs alle 
Zahlenangaben , die wir spater zu machen haben werden, mit einer 
gewissen Unsicherheit beliaftet sind , entspreehend der Unsieherheit in 
den Annalmien iiber die Massenverteilung im Erdinnerm Die an zweiter 
Stelle genannte Seliwierigkeit ist dadurch zu hebeix, dafs wir die im 
V orstehenden mit e beseiehnete Elliptizitat bei der Erde als diejenige 
Elliptizitai zu definieren haben werden , die eine Kugel von der Elasti- 
zitat und der mittleren Dichte und Grofe der Erde unter der gemein- 
samen Wirkung der elastisehen Krafte und der Gravitationswirkungen 
annehmen wiirde, wenn sie mit der Geschwindigkeit der tagliehen 
Erdnmdrehung in Rotation versetzt wird. 

Noch moge darauf hinge wiesen werden, dafs die Y oraussetzung 
eines nahezn kugelformigen Kreisels, an der wir in diesem Paragraphen 

as* 
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festgehalten haben, liicht allein im Interesse der Anwendung auf den 
Erdkorper geboten war. Man ubersiebt yielinehr leicht ? dafs gerade 
eine spharoidische Masse oder ? ailgemein gesprochen, eine Masse yon 
spharoidischem Tragbeitsellipsoid in Hinsicht auf die deforraieren.de 
Wirkung der Zentrifugaikrafte besonders einpfindlich sein wird. 


§ 9. Die Elastizitat der Unterlage. 

In hoherem Grade wie die Elastizitat des Kreiselmaterials diirfte 
bei den gewohnlichen Versuchen die Elastizitat der Unterlage den 
Charakter der Kreiselbewegung beeinflussen. Man bemerkt sehr haufig 
ein Mitschwingen der Unterlage (Tischplatte), das sicb sowokl dem Obre 
wie dem Tastsinn deutlicb bemerkbar macbt. Uni die Scbwingungen 
einer Tiscbplatte zu erzeugen und zu unterhalten, ist aber Energie 
erforderlich. Diese mufs anf Kosten der Bewegungsenergie des Kreisels 
bestritten werden und wird teils im Irmern der Tiscbplatte durcb innere 
Reibung etc. in Warrne verwandelt, teils wird sie nacb aufsen bin 
zerstreut, indem sicb die Scbwingungen der Tiscbplatte anf entfemtere 
Gegenstande (durcb die Beine des Tiscbes auf den Fufsboden etc.) je 
langer je mebr iibertragen. Durcb das Mitscbwingen der Tischplatte 
wird also die Kreiselbewegung gedampft. Von alien iibrigen Energie 
verzebrenden Kraften (Reibung etc.) werden wir bei der folgenden Dar~ 
stellung naturlicb abseben. Tiber die Sckwingungsform der Tiscbplatte 
wollen wir die Annabme macben, dafs es sicb uni transrersale Platten- 
schwingungen bandelt, bei denen etwa die Slutzpunkte der Platte auf 
den Tisebbeinen festbleiben und jeder Punkt der Platte in yeriikaler 
Richtung auf und ab schwingt. An sicb ist allerdings aucb eine hori- 
zontal© Schwingnng der Platte als Ganzes moglich, wobei die Beine 
des Tiscbes wechselnde Verbiegungen erfabren warden. Wir wollen 
aber annebmen, dais hauptsachhch die erstere Form der Schwmgung 
durcb unseim Kreisel ausgelost wird, was mit den gewohnlichen Yer- 
baltnissen des Esperimentes in Einklang zu sein scbeint. 

Um das Problem mathematiseh zuganglich zu macben ? ersetzen 
wir in Gedanken die mitscbwingende Tiscbplatte durcb einen einzelnen 
Massenpunkt, welciier um seine natiirliche Gleicbgewichtslage 0 in yer- 
tikaler Richtung beweglicb ist tmd nacb dieser mittleren Lage durcb 
eine seiner Entfernung yon 0 proportionate Kraft zuruckgezogen wird. 
Die Grofse dieser Kraft so wie die Grofse der Masse ware durcb Ver~ 
such© an der Tiscbplatte folgendermafsen festzustellen: Man messe die 
vertikale Ausbiegung £ der Tiscbplatte an der Stelle des Auflagepunktes 
des Kreisels auf Grand einer Belastung K und berechne daraus ; indem 
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man Proportionalitat zwisclien Ausbiegung und Belastnng voraussetzt, 
diejenige Kraft Jc ? die zur Ausbiegung £ = 1 (etwa 1 cm) gehorfc. 
Femer bestimme man die Dauer der freien Schwingungen % der Tiseh- 
platte und berecime daraus die ^rednzierte scbwingende Masse" der 
Tischplatte m = * Diese reduzierte Masse ist zugleieh die Masse 

unseres materiellen Punktes, den wir an Stelle der Unterlage substi- 
tuieren; die Kraft, mit der er in seine mittlere Lage 0 zuriickgezogen 
wird, ist — 7s £. Fiir das Folgende ist es aber unerlafslich, auch die 
Dilmpfung der Schwingungen der Tiscliplatte zu beriicksichtigen, hervor- 
gerufen teils durch Energieverwandlung i m Innem der Platte, teils 
durcb Energiezerstreuung naeb aufsen, weil hieryon gerade der uns iixte- 
ressierende Verbrauch an Bewegungsenergie des Kreisels abhangt. Wir 
denken uns desbalb aucb das logaritbmiscbe Decrement der Schwing- 
ungen der Tiscbplatte bestimmt und nennen dasselbe ; darauf scbreiben 
wir unserem Massenpunkte nocb eine Kraft zu, die seiner Geschwindig- 
keit proportional und entgegengesetzt, namlieh gleicb — Jit,' ist. Die 
freien Scbwingungen unseres Massenpunktes werden alsdano. in alien 
Stricken den freien Scbwingungen der Tischplatte abnlicb. Sie sind 
durcb die einfache Gleickung bestimmt: 

(1) *»r + A£' + «-0. 

Wie aus der Einfiihrung der Grofsen m, h, k heryorgeht, ent- 
spricht allgemein zu reden das erste Glied dieser Differentialgleichung 
der Tragheit, das zweite der Dampfung, das dritte der Elastizitat der 
Tischplatte. Woilen wir ein scbematiscbes Bild unseres fur die Tisch- 
platte substituierten Massenpunktes kaben, so konnen wir uns etwa 
folgende Vomchtung denken: Eine massenlose Spiralfeder yon yerfci- 
kaler Axe ist am unteren Ende auf einer unnackgiebigen Unterlage 
befestigt und tragt am oberen Ende den Massenpnnkt m. Die Feder 
ist durcb eine Fubningshtilse an seitlicben Ausbiegungen behindert, 
kann aber in vertikaler Richtung verlangert oder zusammengedruckt 
werden. Der Verlangerung oder Zusamraendxuekung 1 widerstrebt sie 
dabei mit der Kraft T aufserdem wirkt im Innem der Feder oder 
an der Fuhrungsbiilee ein der Geschwindigkeit proportionate Wider- 
stand, welcber bei der Geschwindigkeit 1 die Grofse — h bat. Der 
am oberen Ende der Feder befestigte Massenpnnkt m dient seinerseits 
dem unteren Ende der Kreiselaxe als Stiitze. 

Unter dem Einflufs der Kreiselbewegung kojnmen indessen nicbt 
die durcb die vorstehende Differentialgleichung beschriebenen freien 
Scbwingungen unseres Massenpunktes (Tiscbplatte) sondern gewisse er 
zwungene Scbwingungen zustande. Bedeutet B die Reaktion oder 
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den Druek des in Beweguug befindlieken Kreisels auf die Unterlage in 
Tertikaler Riektung, so gilt fur diese erzwungene Sckwingung ersicktlick 

(10 + h£' + k£ = JR. 

Die Grofse Ton B folgt aus den allgemeinen Impulssiitzen, tier aus 
dexn Satz far die yertikale Schwerpmrktsgeschwindigkeit des Kreisels. 
Bedeutet a die Tertikale Koordinate des Sekwerpunktes, Ton dem lm 
Ranine festen Ponkt 0 aus gezaklt, so wird die Vertikalkomponente 
des Einzelimpulses (Sellie beimpulses) Jf/; ikre Anderungsgesekwindig- 
keit ist gleiek der Summe der in Tertikaler Ricktung auf den Kreisel 
wirkenden aufseren Kraften, d. k. der Sckwere — Mg, wenn M die 
Kreiselmasse ist, und dem Gegendrucke der Unterlage gegen den Kreisel 
— JR. Man kat daker die Gleiek ung: 

r, M tS—Mg-B 

oder 

(2) ' P = - M(g + O 

aknliek wie in dem Ankange zu Kap. VI Gl. (3) pag. 515. Aus Gl. (1') 
wird daher 

(3) m$" + H' + U+Mt)" + Mg~0. 

Wir unterscheiden des weiteren zwischen dem im Raume festen 
Punkt 0 (der naturlieken Lage unseres Massenpunktes m) und dem 
beweglicken Punkte P (seiner augenblicklicken Lage zur Zeit t, die mit 
dem augenblicklicken Auflagepunkte des Kreisels auf der Unterlage zu- 
sammenfallt), wobei OP gleiek £ ist. Von P lauft die Figurenaxe, die 
Knotenlinie etc. aus; in Bezug auf diesen Punkt werden wir die Euler- 
seken Winkel <p, ip, & zaklen. Die Tertikale Sckwerpunktskoordinate z 
wird, wenn E den Abstand PS des Schwerpunktes Tom Auflagepunkte 
bedeutet, 

( 4 ) 2 = t + Ecob& 

zu setzen aein. GL (3) kann daker auck so gesokrieken werden: 

(5) (m + M)t” + h£' + UP ME — cos + Mg 

Man erkennt aus dieser Gleicliuiig ? wie durefa. Vermittelung der Reaktion 
R die Bewegung des Kreisels mit der Bewegung unseres Massenpunktes 
m „verkoppelt“ ist. 

Urn die TollstandigenBewegungsgleiclmngen des Problems zn erhalteix, 
haben wir nunmehr die Draining des Kreisels um den (selbst Yertikal be- 
weglidien) Auflagepunkfc P zn betrachten. Als aufsere Kraft kommt hier- 
bei nur die ScKwere in Betraeht, die um die Knotenlinie das Moment 
MgJSsm'O' giebt, da die Reaktion R mit Bezug auf P das Moment 0 
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hat. Hiernach bemifst sieh die Anderung des Drehimpulses. Die Be- 
recimung der Komponenten des letzteren gesehieht nach der Regel der 
Lagrangeschen Gleichungen: Man bilde den Ausdruck der lebendigen 
Kraft und bestimme ans diesern die Impulskoordinaten durcb Differen- 
tiation naeb den GescbwindigkeiiskoQrdinaten. 

Der Ausdruck der lebendigen Kraft isi da P beweglick ist, von dem 
ublichen verseiueden. Wir legen zu dem im festen Punkte 0 kon- 
struierten Koordinatensystem xyz ein paralleles x 1 y 1 z L durcb den PunktP. 
Dann gilt fur die Koordinaten irgend ein.es Massenteilcbens A m des Kreisels 


x = x 17 y=*y 19 + t, 

mithin 

~ (*' 2 + y' s + *' 2 ) = (%' 2 + &' 2 + V 2 ) + r 2 + A 


Summiert man fiber die gauze Masse des Kreisels, so darf man £' vor 
das Smnmenzeiciien ziehen. Man erhalt so 


r=r 1 + f r 2 +r^ ’ a*»v- 

Bier ist T t die lebendige Kraft des Kreisels bei rubendem Auflage- 
pnnkie, also wie fruher 

T t = ~ (&' 2 + ip' 2 sin 2 &) + y (<p' + ^''cos 


Perner bedeutet 'SAm# 1 die vertikale Schwerpunktskoordinaie in dem 
System x 1 y i 0 1 , multipliziert in die Gresamtmasse des Kreisels; man tat 
also ahnlicb wie in 6L (4): 

= MEcQB&r J^Aw#/ «* M2S~eo$&. 


Mittin wird der Ausdruek der lebendigen Kraft: 

(6) T=4 (^' 2 + sin 8 &V S ) + 1- W + eos W + f £' 2 

— Bind'. 


Bezeictnet man jetzt die drei Impulskomponenten naet den Koordi- 
naten tp 7 ip und & bezw. mit N y n und [0], so findet man 

N =* — C Qp' + cos &ip *) 7 n = t~?~ = A sin 2 ^^ + cos #A r ? 

[ 0 ] = W “ ^ 


Die beiden ersten Impulskomponenten baben dieselben ^erte wie bei 
festem Stutzpunkte. Sefczt man fur diese die Lagrangescben Gleicbungen 
in der Form: 


d dT 
dtdq> 


- 0 etc. 

0<P 
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an, so findet man wie friiher 

N » const., n « const. 

Dagegen lautet die dritte Lagrangesehe Gleichung, naeh dexn Schema: 


d d T 

at d&' 


^-MgEsmfr 


gebildet, jetzt folgendermafsen: 

Afr" — MEf sin # — ME?*' cos 9 - |§- + ME?*' cos & 

= MgE sin#. 

Der Wert von dTJdd- wurde z. B. in § 4 dieses Eapitels Gl. (4) in 
eine be<jueme Form umgerechnet. Setzt man ihn in die vorige Glei- 
chnng ein, streicht die zwei gleichen Glieder der linken Seite gegen 
einamder fort und dividiert durch sin#, so ergiebt sich: 


( 8 ) 


A&" , (N— n cos &) (» — Ncoa&) __ -mt? a. t"\ 
i5TF + ABin l & Ut-fe > 


Die Wirkung der Beweglichkeit des Stiitzpunktes oder, wie wir sagen 
konnen, seiner „Koppelung“ mit der nachgiebigen TJnterlage, bestetfc 
hiernaeh einfach darin, dafs zu der FaUbeschleunigung g auf der reebten 
Seite unserer Gleichung die BescMeunigung des Auf lagepunktes hinzu- 
kommt. Die Beweg ung um den vertikal veranderlichen Stiit 2 pnnkt ver- 
lauft also ebenso, wie die Bewegung bei festem Stiitzpunkte, wenn man 
sich im letzteren Falle am Scbwerpunkt auTser der Sebwerkraft Mg 
noch die veranderliche Kraft Mt," angebracbt denkt. Indem wir diesen 
Gedanken etwas weiter ausspinnen und gewissermafsen umkebren, konnen 
wir sagen: Die Bewegung des scbweren Kreisels um einen festen Stiitz- 
punfet verlauft ebenso, wie die Bewegung eines der Schwere nicbt unter- 
worfenen Korpers, dessen Stiitzpunkt mit der konstanten Bescbleunigung 
g in gerader Linie fortgefiibrt wird. 

Jedenfalls entbalt GL (8) zusammen mit Gl. (5) die vollstandige 
analytische Formnlierung unseres Problems und liefert uber die gegen- 
seitige Verkettung der beiden bewegten Systeme, TJnterlage und Kreisel, 
den erforderlichen Aufschlufs. Bemerken wir nocb: unser Problem batte 
urspriinglieh vier Grade der Freibeit, entsprecbend den vier Lagenkoor- 
dinaten g, g>, i>, #. Durcb die beiden Impulsgleiebimgen n = const., 
N = const, sind zwei Freibeitsgrade gewissermafsen elixniniert, so dais 
wir nur mebr zwei TTnbekannte # und £ und zwei Bewegungsgleicbungen 
(5) und (8) iibrig bebalten. 

tlbrigens batten wir ancb die Gl. (5) nacb dem Schema der La- 
grangescben Gleicbungen bilden konnen, wenn wir von der vollstandigen 
lebendigen Kraft unseres gekoppelten Systems T* *= T -f ~ £'* aus- 
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gegangen waren und dementspreebend die folgende Lagrangescbe Glei- 
cbung gebildet batten: 

d dT* __ dT * __ w 
dt~d£ d£ ^ 

Hierin setzt sicb die anf die £-Koordinate wirkende aufsere Kraft K<- 
aus den drei Teilen: — k%, — h%' } — Mg zusammen. Man erbalt so: 

— (Mf — ME& r sin ^ + mt, f ) = — hf — Jet — Mg, 

was ersicbtlicb mit (5) ubereinstimmt. 

Es kommt nnn darauf an ; ans den Gleielmngen (5) und (8) weitere 
Sckliisse zu zieben. Hierbei werden wix uns Ton der Annabme leiten 
lassen, dais es sicb um Jcleine Scbwingungen bandelt. Dies lebrt, was 
die Unterlage betrifft, in alien Fallen der Augenscbein; was die Kreisel- 
bewegung betrifft, bedeutet unsere Annabme, dafs wir uns auf Be- 
weguugen vom Charakter der pseudoregularen Pracession beschranken 
wollem Es sind biernacb % und %• dauernd von gewissen mittleren 
Werten £ 0 und #* 0 wenig yersebieden, so dafs die Differenzen 

als Heine Grofsen bebandelt werden konnen. Ob das Gleiche far die 
Differentialquotienten 

©' = #■', z", 0" 

gilt, lassen wir dabingestellt, da bei raseben Scbwingungen (und um 
solcbe wird es sicb bandeln) die Differentialquotienten yon boherer 
Grofsenordnung wie Z und 0 seibst sein konntem 

Bestimmen wir zunaebst die sebon genannten Mittelwerte f 0 und 
■0" 0 passend. Diese seien gleich den moglieben stationaren Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleicb denjenigen Werten, die mit 
der Annabme 

nach unsern Gleicbungen vertraglieb sind. UTacb GL (5) und (8) er- 
giebt sicb 

(9) + Mg - 0, 

(10) (. N — ncos&o) (n — 2V r cos# 0 ) = •4PsbP# , 0 ; 

^ bedeutet, wie man hiernacb siebt, die dauemde Einsenkung der 
Unterlage unter dem EinfluTs des Kreiselgewicbtes Mg und der ela- 
stiseben Widerstandsfabigkeit 7c der Unterlage. Andrerseits ist die- 
jenige Neigung der Figurenaxe, unter welcber bei gegebenem N, n und 
P = MgE eine genaue regulars Pracession moglich ist. Um naher 
angeben zu konnen, diyidieren wir (10) durcb N 2 und benicksicbtigen, 
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Al? 

dafs bei der pseudoregularen Pracession klein isb ; sowie dafs der 
Impels nabezu in die Ricbtung der Figurenaxe falit. Von den beiden 
Faktoren linkerband 

. n n n 
1 -^COB«- 0 , F ~COS# 0 

mufs dalier einer, namlieii der letztere, klein sein; wir setzen ihn gleicb 
€, flnden naherungsweise fur den ersten Faktor 

'}% 7% ^ 

1 - cos = sin 2 & 0 = 1 ~ jp 
mid berecknen nack (10) 

AP . o _ AP / i 7i* \ ft AP / i n f \ 

( J-1) £ j^rT 8111 jyT AT*) > C0S ^0 ~~ jjrF * 


Diese und nur diese Keigung der Kreiselaxe ist bei einem nahezn in 
die Figurenaxe fallenden Impuls vertraglick sowobl mit einer volligen 
Iiulie derlTnterlage wie mit volliger Scliwankungslosigkeit der Figurenaxe. 

Nacb Einfubrung der neuen Variabeln Z und 0 vereinfacben sicb 
die Gleicbmigen (5) und (8) bei Vernachlassigung einiger offenbar 
relativ kleiner Glieder wie folgt: - 


( 12 ) 

(13) 


(m + M) Z" + hZ f + ~kZ = ME (cos# o 0' 2 + sin& o 0"). 

AO " Q J9_ (w — XT cob fr 0 ) (V— n cos fr 0 ) ^ 
sin# 0 * ~ 0& o A sin 4 ^ 


Hier ist nocb der Faktor von 0 in (13) auszufilbren. Da der zu 
differentiierende Ausdrack nacb (10) gleicb P ist, kann roan unter An- 
wendung der Regel des logaritbmiseben Differentiierens scbreiben: 

d (n — N cob & Q ) (JSf — n c os ft 0 ) p| N sin # 0 n sin # 0 4cos^ 0 1 

A Bin^ 0 ~ X 1 n — N cos ‘ A — n cos binft^ J 


Hier ist der erste Summand in der { } der recbten Seite das Wesent- 
licbe. Derselbe ist namlich nacb (11) gleicb 


sin # 0 


n 

jsr 


— cos 


#0 


sin^ 

£ 


A P sin ^ 7 


wabrend die beiden iibrigen Summanden, die zusam men naberungsweise 
— 3 cos ^ 0 /sin geben, dagegen vemachlassigt werden konnen. Man 
kann daher 6rl. (13) mit binreicbender Genauigkeit so scbreiben: 

(14) Q " + ~ 0 = — - sin & 0 Z 

Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit Tcomtanten Koeffizimtm 
zwischen den beiden Unbekannten 0 und Z. Gl. (12) ist dagegen 
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wegen des Gliedes 0' 2 auf der reckten Seite nkht linear . Die matke- 
matisehe Behandlung niclit linearer Gleichungen stofst aber auf grofse 
Schwierigkeiten; es ist dalier wiinsclieuswert nackzuweisen, dafs wir 
jenes Glied nakerungsweise streicken konnen. 

Betracliten wir zunachsi unsere Gleichungen (12) und (14) unter 
der Aimahme, dafs die Unterlage vollig unnaehgiebig sei (k « oo, 
Z == Z' = Z" = 0, kZ unbestinunt). Dann geht GL (14) iiber in 

e" + 0 = o 

und iniegriert sick durck 0 = ^ ™ {x 80 ^ er *°^ e ^ er 

Sckwankungen der Kreiselaxe gieieh 2 it , also bei grofsem N Hein 

wird, (Man vgl. kierzu Kapitel Y § 2, GL (15), wo dieselbe Periode 
gefunden wurde.) GL (12) wird in diesem Palie nicktssagend, da wie 
bemerkt kZ nnbestimmt wird; in der Tkat ist jene Gleickung alsdann 
bei der Bestimmnng der Bewegung entbehrlich. 

Annahernd wird nun auck bei etwas nackgiebiger Unterlage die 
Periode nnd die Form der Schwankung der Kreiselaxe dieselbe sein, 
wie bei vollig starrer. Jedenfalls werden wir, um die Grofsenordnung 
von 0' 2 nnd Q" in GL (12) abzuschatzen, den Wert von 0 bei starrer 
Unterlage zu Grunde legen konnen. Dann erkennen wir: Wir diirfen 
nickt bekaupten, dafs wenn 0 klein ist, d. k. wenn die Sckwiiigtmgs- 
amplituden a nnd b Heine Zaklen sind, auck Q' oder gar 0" klein 
seien, weil bei der Differentiation der grofse Faktor NjA bezw. N 2 /A 2 
kinz utritt. Wokl aber diirfen wir bekanpten, dafs 0' 2 Mein ist gegen 
0", da sick die Sinus- oder Cosimisbestandteile beider im Mittel ver- 
kalten wie a 2 : a oder wie b 2 : fr. Wakrend also das Glied 0' 2 absolnt 
genommen grofs sein kann, so ist es dock relativ gegen das Glied mit 
0" belanglos. Wir sckliefsen darans, dafs sein Einfinfs anf den Yer- 
lanf der Bewegung Hein ist nnd kalten uns dementspreckend fiir be- 
recktigt, dasselbe in GL (12) zu streicken. 

Dem Folgenden diirfen wir jetzt die zwei linearen Differential- 
gleickungen 

( (M + m) Z" + hZ' + kZ = MEsm^Q" 

(15) J e" + ~ e - z" 

zu Grunde legen. Ikre Diskussion gesckiekt nack bekannten Regeln, 
die bei der Metkode der kleinen Sckwingungen (vgl. Kap. Y, § 8) 
standig angewandt werden. 
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Man seize 

(16) Z - Ce“ 0 - Be** 

und bestimme das Verhaltnia der beiden Schwingungsamplituden C und 
B 7 sowie die Schwingungsfrequenz X durch Eintragen der vorstehenden 
Werte in die GL (15). Dabei ist es nock notig, um vergleichbare, 
d. h. gleiehbenannte Amplitude!! in der Rechnung zu haben, yon der 
Amplitude des Winkeis 0 etwa zu der Amplitude des Schwerpunkis- 
ausschlages oder, was noch bequemer sein wird, zu der Vertikalpro- 
jektion dieser Amplitude iiberzugehen. Wenn B die Amplitude von 
0, ist die Amplitude der Schwerpunktsbewegung E • B und die vertikale 
Projektion derselben E sin & 0 B. Diese setzen wir gleicb 

(17) J} = Esm& 0 B. 

Die Gleiehungen (15) lauten nun, nach Eintragen der Werte (16) 
und (17): 

(X 2 + h'X + lc r )C = tiX 2 D, 

+ D-vX’O; 


(18) 


Merbei wurden die Abktirzungen benutzt: 


(i9) r 


M+ m> 




h 


M+ m> 


— M 
^ M m 7 


ME* sin*# A 


Man bemerke bierbei, dafs v ebenso wie (i eine reine Zabl und 
zwar ein echter Brucb ist. In der That wird nacb einem bekannten 
Satz iiber Tragheitsm o m ent e das Tragheiismoment A fur den Siiitz- 
punkt gleicb dem entsprecbenden Tragheitsmoment fur den Sehwer- 
punkt vermehrt um ME 2 ] mitbin ist ME 2 < A und daber v < 1. 

Aus den Grl. (18) folgert man: 


( 20 ) 


0 __ ilV 1 

B ~ + K ~~ pi * 



Die beiden letzten Glieder dieser Gleichung liefern die Bestimmung 
von A; X berechnet. sicb als Wurzel der Gleichung vierten Grades, 

(21) (l vl i = p 2 + ~) (A 2 + h'X + V), 


so dafs man vier moglicbe Werte von X zur Yerfugung bat, die wir 
^ jiennen und von denen je zwei konjugieri imaginar sein werden. 

Bei der Diekussion der Wurzeln geben wir von der naturgemafsen 
Annahme aus, dafs die Unterlage ziemlicb umiacbgiebig sei (7c nicht 
mehr oo, aber ¥ recbt grofs, im Besonderen grofs gegen N 2 /A 2 ). 
Da am ist nacb GL (21) notwendig 
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entweder 


* sekr Mein 


oder X * * • sekr grofs 

Xndem wir zunackst die erste Moglickkeit betrackten, setzen 
wir A 2 + N 2 /A 2 =a, berecknen unter Vernachlassigung kokerer Potenzen 
you s zunackst den Wert you a und bestimmen daraus zwei Wnrzeln 
nnserer (Jleickung, deren Nakerungswerte wir X 1 und X 2 nennen. Wir 
Auden: 

2V 4 

xrt a 4 

£ ~ K + A i ~ JST- , N’ 

oder, da ic grofs gegen die reekte Seite also klein isfc: 


t p-v -Zy a 
2 Q A 1 


2P _ 2V 1 


mit der Abbiirznng 




Die beiden andern Wnrzeln nnserer Grleichnng finden wir durck 
Yerfolgen der Annakme: X sekr grofs. Wir setzen etwa 1/A «* a 
und Yernaeklassigen a z 7 a' 4 . Fur a ergiebt sicb aus (21) mit Riick- 
sickt darauf, dafs Jc grofs gegen N 2 /A 2 sein sollte, die quadratiscke 
Grleicknng: 

1 — \lv + 7*V + y « /a = 0; 
ikre Losung ist: 

£ — 2fc' ± * K ifc' 4fc'* 

Hieraus ergeben sick die beiden folgenden Wurzelwerte: 

^ 3 \ * ^iVWEMEEEl 

( 23 ) A 4 J 2(1 (IV) 

Das Wnrzelpaar (A u A 2 ) lafst sicb mit dem wenig Yerschiedenen 
Wertepaar 4 : iNjA in Vergleich setzen, welches (s. pag. 615) den 
Schwingungen der Kreiselaxe bei Yollig nnnacbgiebiger TJnterlage ent- 
sprickt. Es untersckeidet sick von diesem namentlick dnrck den 
reellen Bestandteil 

1 (IV If 4 

- T?J? h > 

der als Folge der dampfenden Wirknng der UnterJage anzuseken ist. 
Daneben ist auch der imaginare Teil durck das Mitsckwingen der 
Unterlage etwas modifizieri Andrerseits konnen wir das Wurzel- 
paar (A S; A 4 ) mit denjenigen Wurzelwerten vergleichen ; welcbe den 
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Scliwingungen der Unterlage bei Abwesenheit des Kreisels nach 61. ( 1) 
zukommen. Man erkennt &uch bier eine Riickwirkung des Kreisels 
auf die Scbwingimgeu der Unterlage, eine Ruekwirkung, die sich 
iibrigens. wie man leicbt sieht, am einfachsten als eine seheinbare Ver- 
mehrung der Masse m des urspninglichen schwingenden Systems auf- 
fassen lafst. 

Yon bier aus koimen wir hinsichtlich des Charakters der ein- 
tretenden Bewegung folgendes , sebiiefsen: Jedenialls miissen sich die 
Sckwingungen sowohi der Kreiselaxe wie der Unterlage aus Glieclem 
von der Form. 

th i 7 j c 

additiy mit konstanten Koeffizienten C t und D i} deren Yerhaltnis durcli 
61. (20) Yoransbestimmt ist, zusammensetzen. Dabei werden sicb die 
konjugierten Exponentialgrofsen paarweise zu trigonometriscben Funk- 
tionen vereinigen und zusammen je eine Schwingimgszalil und einen 
Dampfungsfaktor definieren. Insbesondere bestand die Sehwingung der 
Kreiselaxe 7 we nn wir you der Einwirkung der Unterlage abseben ; aus 
ungedampften , rein periodischen Scliwingungen you der feehwingungs- 
zakl N/2mA. Burch die Mitwirhung der Unterlage wird diese Schwingimgs- 
mhl etwas abgeandert , die Sehwingung wird uberdies gedampft, sodafs sie ail- 
mahlich absferben mufs; danndber iiberlagern sich den genannien nock andere 
geddmpfte Scliwingungen , die miter Yoraussctmng einer uemlich mnach - 
giebigen Unterlage (¥>N 2 jA 2 ) wesendich hdhere Schwingungsmhl habrn . 
Andrerseits sind, solange wir von Aer anregenden Wirkung des Kreisels 
auf die Unterlage absehen, die naturlicben Schwingungen der TJnter- 
3 age gedampfte Schwmgnngen you sehr grofser ScbwingimgszabL Burch 
die Mitwirhung des Kreisels wird thre SchwingungszctJil sowie Hire 
Bdmpfung ebenfalls ehms abgeandert und es iiberlagern sich diesen 
Schioingungen noch Vibrationen von genngere/r SchwingungszaM , deren 
Periode in der Ndhe der natiirlkhm Sehwingnngsperiode der Kreiscl- 
axe liegt. 

Es ist leicbt einzusehen, dais die langsomere der beiden Schwingun gen* 
die der Eigenschwingung der Kreiselaxe naheliegi , in der Bewegung des 
Kreisels deutlicher zum. Ausdrack kommen wird, wie in der Bewegung 
der Unterlage und dafs umgekebrt die scknellere Sehwingung, die wir 
mit der Eigenscbwingung der Unterlage verglicben batten, in den 
Scbwankungen der Unterlage starker ausgepragt sein wird, wie in 
denen des Kreisels. In der That zeigt 61. (20) , dafs fur unser erstes 
Wurzelpaar X » X^ oder X ~ X% } fur Welches A 2 4- A? Mein ist, 
auch C klein gegen D ist; dafs dagegen fur das zweite Paar X *= 1% 
oder X = X 4 , fiir welches X s + 111 + //, wie man leicht nachrechnet ? 
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gleich yvl 2 ist, C gleich D/v wird, also grofser als D sein mufs. 
Jedes miserer heiden System e. Kreisel und Unterlage , schmngt in der - 
jenigm Periode starker, die ihm die nafurlichere ist 

In der Beobachtung macht sich namentlich der Umsfcand geltend, 
dais die Schwingungen des mit der Unterlage gekoppelien Kreisels 
gedampfte Schwingungen sind. Er zeigt sick darin, dafs die Meinen 
Schwaxikungen der pseudoregularen Praeession bald absterben und dais 
die stationare Bewegung der reinen regular en Praeession (Z = 0, 0 = 0 
oder in unseren friiberen Koordinaten gesckrieben g = g 0 , #’ = ‘0* o ) als 
Endzustand angestrebt wird. Wir saben tibrigens frixher ? dafs aueh 
andere dissipative Einflusse (Reibnng im Stiitzpunkte) in ahnlicker 
Weise auf eine Abnahme der Nutationen und auf eine Vereinfachung 
des Bewegungsvorganges hinwirkten. Jedenfalls aber kommt dem Mit- 
schwingen der Unterlage in dem nunmebr erlauterten Sinne bei dieser 
Ersckeinung eine wesentliehe Rolle zu. 

§ 10. Anhang. Einfinfs der Beibnng auf den in der Horissontal- 
ebene spielenden Kreisel. 

In dem Anbange zum vorigen Kapitel haben wir die Bewegung 
des auf der Horizontalebene frei beweglicben Kreisels unter Absebung 
von der Reibung behandelt. Indessen mufsten wir zum Scblufs jenes 
Anbanges darauf hinweisen, dafs die wirklicb zu beobacbtenden Be- 
wegungen mit der dort gefundenen xtur eine entfernte Ahnliehkeit baben. 
Der Grand liegt natiirlicb darin, dafs die Reibung, die wir dort ver- 
nacblassigt batten, nicbt eigentlicb eine sekundare korrigierende Be- 
deutung bat, sondem dafs sie, man mag die Unterlage noch so glatt 
berstellen wie man wolle (Spiegelglassckeibe), fur den Cbarakter der 
Rabnkurve in erster Linie in afsgebend ist. 

Da sicb nan die Babnkurve des horizontal beweglicben Kreisels 
besonders gut beobachten lafst (s. u.), da sie ferner wegen ibrer geeetz- 
mafsigen und scbonen Gestalt ein besonderes Interesse beanspruchen 
darf, so mussen wir wiinschen, unsere friiberen Betracbtungen dnrch 
Berucksicbtigung der Reibung soweit zu vervolistandigen, dafs sie zur 
allgemeinen Erklarang der wirklichen Erscheinungen geeignet warden. 
ABerdings werden wir bierbei von quantitativen Berechnungen im Sinne 
von § 4 und 5 dieses Kapitels abseben und den Einflufs der Reibung 
nur quaiitativ diskutieren; ferner werden wir von einer emeuten Dis- 
kussion des Luftwiderstandes etc. abseben, da dieser neben der gleitenden. 
Reibung an Wiehtigkeit zuriicktritt. 

Aucb von dem jetzigen Problem gilt die Bemerkung, die wir 
friiber ftir die Reibungswirkungen iiberhaupt gemacbt baben: dafe 
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scheinbar germgfiigige Nebenumstande den Charakter der Bewegung 
stark beeinfhissen konnen. So ist es durehaus nicht gleichgultig, ob 
z. B. die auf der Unterlage gleitende Spitze mehr oder minder zu- 
goscharft ist, ob die Unterlage gr of sere oder geringere Unebenheiten 
hat und Ahnliehes. Besonders deutlich tritt die Wirkung solcher Yer~ 
haltnisse bei einer Erscheintmg hervor, die wir bei Benutzung einer 
Stahlspitze oft zn beobachten Grelegenheit hatten und die wir als den 
Vorgang des ,,Einwurzelns^ bezeichnen mochten: Die Kxeiselspitze 
gerat in irgend eine far das blofse Ange kaum erkeunbare Yertiefimg 
der Unterlage, in der sie weiterhin festgehalten wird; der Kreisel spielt 
nicht mehr auf der horizontalen Ebene, sondem wird durch eine Art 
unsichtbarer Pfanne gezwungen, sich um einen festen Punkt wie bei 
unserem iirsprunglichen Kreiselproblem zu drehen. Warm und wie 
dieses Einwurzeln statthat, lafst sich im Yoraus nicht bestimmen. Nur 
soviel ist a priori Har und wii*d durch die Beobachtung bestatigt, 
dafs eine zugescharfte Spitze sich leichter einbohrt, wie eine ab- 
gerundete, die uber vorhandene Yertiefungen der Unterlage ev. hin- 
weggleitet, dafs eine rauhe und weiche Unterlage (Papier und be- 
sonders Pappe) fiir die gedachte Wirkung gunstiger ist, wie eine harte 
und glatte Unterlage (Glasscheibe), ja daB eine berufste Glasscheibe, auf 
deren Oberflache der Kreisel selbst durch Zusammenhaitfung des Rufses 
Unebenheiten herstellt, wieder gunstiger ist wie eine uuberufste Scheibe, 
dais femer bei nahezu aufrechter Stellung yon Figuren- und Drehaxe 
ein Einwurzeln haufiger stattfindet wie bei starker geneigter Axe, weil 
im ersten Falle die zur Heminung des Autlagepunktes erforderlichen 
Seitenkrafte kleiner sind und daher leichter yon der Unterlage her- 
gegeben werden konnen, wie im letzteren Falle, dafs endlich diese und 
andere Unregelmafsigkeiten in der Bewegung um so leichter cintreten 
konnen, je kleiner die Abmessungen und die Massen des Kreisels sind, 
je kleiner der ursprunglich erteilte Impuls war oder je mehr derselb© 
im Laufe der Bewegung abgenommen hat, Im Folgenden werden wir 
diese Erscheinnng des Einwurzelns, liber die sich theoretiseh nicht viel 
sagen lafst, ausschliefsen; wir setzen also eine binreiehend abgerundete 
Spitze auf hinreichend ebener und regelmafsiger Unterlage roraus. 

Wir wollen nun den allgemeinen Bewegungsyerlauf schildern, wie 
er unter dieser Einschrankung beobachtet wird. Da fallt sunachst, 
im Gegensatz zu den Ergebnisseu unserer frliheren reibungsfreien Be- 
trachtungen, ins Auge, dafs die Horizontalprojektion des Schwerpunktes 
sich nicht, wie frtiher behauptet wurde, auf gerader Linde mit konstanter 
Gescbwindigkeit bewegt (entsprechend einer dem Sehwerpunkt anfanglich 
erteilten horizontalen Gesehwindigkeit), bez, dafs (bei der anfanglichen 
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horizontalen Schwerpunktsgeacliwindigkeit Null) der Schwerpunkt nicht 
auf einer festen Yertjkalen bleibt, sondem dafs er yielmehr kreisformige 
Bahnen beschreibt, die ungefakr der Bairn des Stuizpuaktes auf der XJnter- 
lage folgen. Es falli ferner ins Auge, dafs die Balm des Stutzpuhktes, 
die wir friiher als Ereis mit aufgesetzten Zacken besckrieben, im Mxtfcei 
nieht einen konstanten Radius hat. sondem dafs sieh ihr Radius in 
der Regel verkleinert, unter Umstaaden, namentlich gegen Ende der 
Bewegung, allerdings sich gelegentlich auch erweitert. Die Bahnkurve 
des Siiitzpmikies und ehenso die des Schwerpunktes ist also jetzt als eine 
meist sieh verengende Spiraliime zu besehi-eiben. Die einzelnen Win- 
dxmgen der Spirallinie legen sieh in der Regel nicht ineinan&er, 
sondern mehr oder weniger nebeneinander, was anf die Deutlichkeit 
der entstehenden Figur sehr gxinstig wirkt. Die Spirallinie erseheint 
daher in einer gewissen Riehtung seitlich auseinandergezogeiL Man 
konnte in dieser Erscheinung die Folge einer dem Schwerpunkt 
urspriinglich erteilten Anfangsgeschwindigkeit erblicken wollen; ixx- 
dessen lehrt die Beobaehtung in unzweideutiger Weise, dafs es sieh 
hierbei lediglich urn die Wirkung geringer Neigungen und Unregel- 
mafsigfeeiten der Unterlage handelt. In der That konnten wir durct 
absichtliches Schiefsteiien der Unterlage eine beliebig starke Aus- 
eiuanderziehmig der Spirallinie bewirken; die Riehtimg, in der die 
Windungen der Spiral© fortsehreiten, fallt dabei nicht mit der Riehtung 
grofster Neigung anf der Unterlage zusammen, sondern weicht vermoge 
der Kreiselwirkung in bestimmtem Sinne yon jener ab. Hinsichtlieh 
der W inkelgeschwindi gkeit ; mit welcher die aufeinander folgenden 
Kreise der Babnkurye durchlaufeu werden, der ^Fracessionsgesehwin- 
digkeit", lehrt die Beobaehtung in nnzweideutiger Weise, dafs diese im 
Yerlauf der Bewegung etwas zunimmt, dafs wir es also mit einer etwas 
beschleunigten Pracession zu thun haben. Endlich wollen wir noch 
als ein allgememes Ergebnis der Beobaehtung® erwahnen, dafs die Nu- 
tationen der Kreiselaxe, welche zu den Auszackungen der Bahnkurve 
des Stiitzpimktes Anlafs geben und dadurch viel zu dem eigenartig 
mteressanten Eindruck dieser Kurve beitragen, bei den Experiment©)! 
ihrer Qrofse nach immer sehr gering sind, so dafs sie den gleich- 
mafmgen Yerlauf der Bahnkurve nur unwesentlich unterbrechen. Wah- 
rehd wir also im vorigen Kapitel auf die Nutationen der Kreiselaxe 
besonderen Wert legten und sie dureh trigon o metrische Funktionen 
aanaherten (bei strengerer Rechnung waren sie dureh elliptische oder 
gar hyperelliptische Integral© darzustellen), werden wir jetzt bei Be- 
sprechung der Beobachtungen von diesen Nutationen uberRaupt &b~ 
sehen, 

Kl©iiL>SoTOXQ©rfel<), Kreiaelbeweguiig. HI. Aitff . 


40 
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Zum Beleg fur die vorsteheiide Schilderung der m beobacMendeu 
Vorgange geben wir in den nachstebenden Figures. zwei Beispieie you 
Bahukurveu des Stiitzpunktes zweier verschiedener KreiseL welche beide 



Fig. 91 



seibstthatig aufgezeicbnet und alsdarm pboiographisch reproduziert 
warden, so dais sie als unmittelbare Beob&chinngsdokumente gelten 
konnen. 

Die erste derseiben wurde tins von Lord Kelvin gatigst zur Ver- 
fugang gestellt. Er liefs sie enistehen, indem er auf dem Zeichenpapier 
amen Kreisel spielen lids, der naeh unten bin in einen Bleistift 
auslief, Wir sehen bier die allmafaliehe Verengerung der Bahn des 
Stiitzpunktes, wie sie oben besckrieben wurde. Die einzelnen Windungen 
der spimligen Bahnkurve legen sicb in der Figur von links nach rechts 
neben einander. Die Yerkleinenmg des Eriimmungsradius der Bahn 
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halt in diesem Beispiele bis sum Seblusse an ? wo der Impnls bereits 
stark gescbwacht ist und die Linienfukning der Balm etwas unsieber 
und unregelmafsig wird. Die Kurve lauffc scbliefsiieb in einige ge- 
setzlose Zacken aus, die dem TTmf alien des Kreisels entspreeben. Tiber 
eine geeignete Herstellungsweise solcber selbstregistrierender Kreisel 
berichtet C. Barns*). 

Wir selbst fanden es beim Studium dieser Ersebeinungen bequem, 
eine berufste Spiegelglasplatte als Unterlage zu benutzen ? auf der sich 
die Spur des Kreisels dentlich markiert, oder, wo wir eine starkere 
Reibungswirkung wunschten, berafstes Scbreibpapier. Als Kreisel dienten 
nns einige Heine 7 ziemlicb leicbte IJbrradcben mit Axe (Abstand des 
Radmittelpunktes vom Stutzpnnkt ca. 1 cm ; Durehmesser des Radcbens 
5 cm ; Gewicbt 15 gr, die stahlerne Auflagespitze bei den yerschiedenen 
Exemplaren mebr oder minder zugescbarft). Yon emem solcben Kreisel 
ist nnsere zweite Figur anf einer berufsten Glasplatte aufgezeicknet; die 
bier gegebene Reproduktion ist das Negative des Originals, bei dem 
sieb die Bahnkurve als belle Linie auf dem dunkeln Grand e des Rufses 
abbebt. Ilnsere zweite Figur zeigt deutliebere Nutationen wie die 
erste, im "Obrigen lafst sie wieder die Spiraiform der Babnkurve und 
eine gewisse Seitenverscbiebimg erkennen, die namentlicb gegen Elide 
der Bewegung als ein scbon ziemlicb unregelmafsiger Auslauf in die 
Augen fallfc. 

Nacbdem wir tins in solcher Weise durcb das Experiment ror- 
urteilslos orientiert baben ? gehen wir nun an die tbeoretiscbe Er- 
klarung des Beobaehteten. 

Entsprecbend der durcb die Beobacbtung festgesteliten Gering- 
fiigigkeit der Nutationen werden wir iiber den Charakter der Bewegung 
die vereinfacbende Annabme macben ; dafs dieser in jedem Augenblick 
als processions - idmlich angeseben werden kann. Unter einer regularen 
Pracession soli dabei jetzt eine Bewegung verstanden werden % bei der 
die Figurenaxe unter einem konstanten "Winkel # gegen die Vertikale 
geneigt ist und bei der sowoM der Scbwerpunkt wie der StGtzpunkt 
des Kreisels je einen Kreis mit konstanter Gescbwindigkeit um die- 
selbe vertikale Gerade besebreiben. Pracessions-aJmlich wird eine Be- 
wegung entsprecbend damn heifsen, wenn der Neigungswinkel & nur 
langsam veranderlicb ist* und wenn die Batmen von Stutzpnnkt und 
Scbwerpunkt nabezu kreisformige und nabezu gleicbfonnig durcMaufene 
Spiralen werden. 

Hinsicbtlicb der Gestalt des Kreisels an der Enierstuizungsstelle 


*) Science, September XS96. 
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mogen die beim Kreisel mit festem Punkte (§ 3) eingefuhrten Vor- 
stellmigen gtiltig bleiben: das untere Ende des Kreisels laufe in eine 
Halbkugel von kleinem Radius g ans; der tiefste Punkt der Halbkugel, 
welcber kein individueller Rreiselpunkt ist sondern in jedern Augen- 
blicke wechselt, ist der Stuizpunkt P. Wahrend der senkrecht iiber 
P gelegene MiUdpunht 0 der Halbkugel in § 3 ein fester Punkt war, 
bescbreibt derselbe jetzt bei der regularen Pracession einen Kreis. 
Legen wir durch P eine Ebene senkrecbt zur augenblicklichen Rotations- 
axe, so sctneidet diese unsere Halbkugel in einem Kreise, den wir 
den „Siutzkreis“ nennen konnen; die samtlichen Punkte dieses Kreises 
werden namlich , sofem die augenblicklicbe Rotationsaxe im Kreisel 
nicht zu sehnell wecbselt, naeb einander die Rolle des Stutzpunktes iiber- 
nehmen , indem sie durch die Rotation nach einander in die Lage des 
tiefsten Punktes der Halbkugel iibergefuhrt werden. 

Als Gesetz der Reibung — es soli sich lediglieb um gleitende 
Reibung bandeln — legen wir wieder das Coulombsche Gesetz (§ 2) 
zu Grunde. Der Reibungswiderstand W im Stutzpunkte ist dann eine 
borizontale Kraft von der Grofse pR, wenn R den Gegendruck der 
Unterlage gegen den Kreisel bedeutet. Letzterer ist, wie pag. 515 
auseinandergeseizt wurde, allgemein gleicb M(g + /'), wo /' die 
Scbwerpunktsbesebleunigung bedeutet- im besonderen wird also bei 
einer praeessions-ahnUehen Bewegung hinreicbend genau: 

(1) R = Mg, W^gMg. 

Richiung und Sinn des Reibungswiderstandes bangen von der Riebtung 
des Gleitens im Stutzpunkte ab. Um letztere zu bestimmen, werden 
wir voriibergebend den Mittelpunkt 0 der genannten Halbkugel zum 
„Bezugspunkte^ wablen und die Bewegung des Kreisels in eine Farallel- 
verscbiebung, deren Gescbwindigkeit mit der Gesebwindigkeit des 
Punktes O ubereinsiimmt, und eine Drehung um eine Axe durch 0 
zerlegen. Der Punkt P erhalt auf diese Weise die beiden Gescbwindig- 
beiten v und F; v sei die Gescbwindigkeit der Parallelverscbiebung, 
oder die Gescbwindigkeit von 0, V diejenige Gescbwindigkeit, die P 
vermoge der Drehung um 0 erbalt. Fallt, wie wir annebmen wollen, 
die augenblicklicbe Drehaxe durch 0 nabezu mit der Figurenaxe zu- 
sammen, so liegt die Riebtung von V nabezu senkrecbt zur Figuren- 
axe und es wird die Grofse von V gleicb dem senkreebten Abstand 
des Punktes P von der Figurenaxe, d. i. gleicb p sin ^ multipliziert 
mit der augenblicklichen Drehgescbwindigkeit des Kreisels um 0. Die 
Riebtung des Gleitens wird dann durch geometrische Zusammen&etzung 
der beideu Geschwindigkeiten v und V gefunden — durch geometrische, 
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nicht dureh algebraische Zusammensetzung, well, wie wir sehen werden, 
die Richtungen von v und V notwendig gegen einander geneigt sind, 
Man wird nun drei Falle unterscheiden konnen, namlich 

1) V>v, 2) V-*v, 3) F< v. 

Fall 1) wird bei rascher Rotation des Kreisels der normale sein; 
je grofser namlich die Rotation, nm so grofser wird die der Rotation 
entsprechende Gescbwindigkeit V des Stiitzpuhktes und um so kleiner 
wird, nach den Resultaten bei der reibungsfreien Bewegung zu urteilen, 
die Pracessionsgeschwindigkeit und daher aueh die Gescbwindigkeit v 
werden. Bei binreiehend starker Rotation wird man sogar v gegen V 
vemacblassigen und die Ricbtung des Gleitens mit der Ricbtung von V 
identifizieren konnen. 

Fall 3) wird sicb einstellen, wenn im Verlaufe der Bewegung die 
Eigenrotation dureb die Reibung bereits betrachtlich geschwacht ist. 
Dann ist die Geschwindigkeit v fiir die Bestimmung der Gleitrichtung 
mafsgebend. 

Im GrenzfaUe 2) findet, wenn wir die Gleichung F— v nicbt nur 
als eine Bedingung fiir die Grofse, sondern ancb fiir die Ricbtung der 
(in entgegengesetztem Sinne zu zablenden) Geschwindigkeiten v und V 
auffassen, iiberbaupt kein Gleiten statt. Bei entgegengesetzter Gleick- 
beit von v nnd V ist namlicb der augenblicklicke Stiitzpunkt in rela- 
tiver Rube zur Unterlage; es rollt dann der augenblieklicbe Stdtzkreis 
obne Gleiten auf der Unterlage ab. Ob aber im Verlauf der Bewegung 
dieser Grenzfall sicb iiberbaupt voriibergebend realisiert, ist zweifel- 
baft und bangt von den Anfangsbedingungen ab. 

Wir untersucben zunacbst den normalen Fall 1) des Naberen. 

In Fig. 93 baben wir diejenigen Kreise verzeichnet, welcbe der 
Schwerpunkt S und der Punkt 0 nach Voraussetzung bei der pracessions- 
ahnlicben Bewegung annabernd bescbreiben. Beide Kreise sind dureb 
senkreebte Projektion in die den Kreisel tragende Horizontalebene ver- 
legt. Die Rotation finde annabernd am die Figurenaxe im Sinne des 
Uhrzeigers statt. Die Projektion des im Scbwerpunkte konstruierten 
Drebimpulses auf diese Axe sei dementspreebend N > 0. Dann finde t 
aucb die Pracession des Stiitzpunktes von oben geseben im Ubrzeiger- 
sinne statt. Letzteres konnen wir aus unseren frfiberen Ergebnissen 
bei V ernaehlassigung der Reibung entnebmen. Die W inkelgescbwmdig- 
keit ^ der Enotenlinie, welcbe zugleich die Winkelgeschwindigkeit 
bedeutet, mit der der Stiitzpunkt um die (bei unserer friiberen Be- 
traebtung feste) Yertikale dureb den Schwerpunkt rotiert, batte (s. z. B. 
Gl. (31) von pag. 526) im Mittel den Wert 
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1st also positiv bei positivem N. Sicherlicb wird der Sinn der 
Pracessioiisbewegiiiig durcli die Reibung nicbi umgekehrt werden 
konnen. Hierdurch 1st die der Babn von 0 in Pig. 93 beigegebene 


dJ 
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Pfeilrichtnng gerecktfertigt. Dieselbe Pfeilrichtnng kommt ersichtlieh 
ancb der Schwerpunktsbahn zu. Wir werden aber auck die Grofse 
der in (2) genannten Pracessionsgesehwindigkeii auf den vorliegenden 
Fall iibertragen durfen, da die Eeibtmg auf dieselbe nur emeu in~ 
direkten Einflufs (durcb Yerklemerung von N) bat. 

Die oben emgefubrten Geschwindigkeiten v und V sind jetzt nach 
Richtung und Grofse leicbt angebbar. v hat die Ricbtung der an die 
Babn von 0 im Punkte P gelegten Tangente und ist in unserer Figur 
von P aus nacb hinten geriebtet. V liegt ungefahr senkrecbt zur 
Figurenaxe und ist bei dem festgesetzten positiven Eotationssinn in 
unserer Figur nacb vome geriebtet. Der Grofse nacb ist, wenn r 0 den 


Radius der Babn von 0 bedeutet, 

(3) v = r 0 ip r = r 0 


MgE 

N 


Ferner folgt aus dem Eigenimpuls N die Grofse der Rotation um die 


Figurenaxe gleicb N/ O (C == Tragheitsmoment um die Figurenaxe) und 


hieraus nacb obigem angenabert: 

(4) F=~ p sin # 
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Wir setzen vorans, dais nicht nur, entsprechend der Bedingung des 
Falles 1), V grofser als v 7 sondern dais F grofs gegen v sei. Dies 
besagt nach (3) und (4) 

wBrc ^ ofs rib- 

Bei hinreichend grofsem Eigenimpuls nnd hinreichend schrager Figuren- 
axe wird diese Bedingung in der That erfiiilt gein. 

Zugleich mit V steht nater der Annahme (5) auch der Reibongs- 
widerstand W annahemd senkrecht anf der Flgurenaxe; dem Sinne 
nach ist er in unserer Figur nach hinten gerichiek Mit der Grofse 
und Richtnng yon W hangt aher die Schwerpunktsbewegung aufs 
engste susammen. Da namlich W die einzige horizontaie Kraft ist ; 
die anf den Kreisei wirkt, so ist die Horaontalbescbleunigung des 
Schwerpunkts zu IF parallel nnd gleich WjM = gg (s. GL (1)), Be- 
schreibt, wie wir annahxnen, der Schwerpunkt nahezn einen Kreis mit 
annahemd konstanter Geschwindigkeit, so ist die Schwerpnnkts- 
beschleunigung nahezn zentripetal, also senkrecht gegen die Kreis- 
peripherie nach omen gerichtet. Da diese Richtong andrerseits genan 
parallel znr Richtnng von W nnd daher nahezn senkrecht znr Richtnng 
der Fignrenaxe steht, so folgt, dafs die Projection der Figurenaxe auf 
die tragmde Horizontalebene dm Schwerpnnktskreis nahezn tangierm 
mufs . Und zwar entspricht von den beiden Tangenten, die in Fig. 93 
von der angenblicklichen Lage von P an den Schwerpnnktskreis ge. 
legt warden konnen, offenbar die ansgezogene vordere Tangent© den 
Verhaltnissen des in Rede stehenden Falles 1). Her Schwerpunkt Ueibt 
also bei der Hurdilaufung seines Kreises immer etwas Jiinier dem Stutz- 
punkte zuriick; die Fignrenaxe schneidet nicht die Yertikale dnrch den 
Mittelpunkt nnserer Kreise, sondern dreht sieh in windschiefer Lage 
um dieselbe hemm. Auch die Grofse des Schwerpnnktskreises folgt 
nun leicht aus der Grofse der Schwerpimktsbeschleiuiigmig. Letztere 
ist einerseits bekanntlich gleich andrerseits wie oben bemerkt, 

gleich pg. Man hat also 

^ ~~ {MgEf- * 

Der Schwerpnnktskreis ist nm so grofser, je grofser der Eigenimpuls 
nnd je kleiner das Schweremoment P = Mg E ist; aufserdem nimmt 
seine Grofse natdrlich mit abnehmendem Reibungskoeffizienten ft ab 
nnd rednziert sieh bei verschwindender Reibnng anf Null, in tTberein- 
stimmnng mit friiheren Ergebnissen. Audi die Grofse des vom Stiitz- 
pnnkt besckriebenen konzentrischen Kreises ist hiemach bekannt. Man 
hat namlich nach Fig. 93: 
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(7) r 0 2 *= r* + (E sin &) 3 , 

wo F sin & die Projektion der Lange OS in die Horizontalebene be- 
deutet. Dieser Ereis wird im aligexueinen nur wenig grofser sein wie 
der Schwerpunktskreis. 

Nacbdem die Scbwerpunktsbewegung bestimmt ist, baben wir die 
Drehung urn den Scbwerpunkt zu besprecken. In welchem Sinne wird 
dieselbe dnrcb die Reibung W beeinflufst? Wir konstruieren uns zu- 
nachst das Reibungsmoment 8JJ(7F) mit Bezug auf den Scbwerpunkt. 
Vernachlassigen wir den Ab stand q der Punkte 0 nnd P , so enthalt 
die durck S und TV gelegte Ebene annahemd die Figurenaxe. Der das 
Reibungsmoment darstellende Vektor, welcher als Lot auf dieser Ebene 
zu konstruieren ist, stekt daher annabernd senkrecbt auf der Figuren- 
axe und ist in der durcb die Figurenaxe gelegten Vertikalebene unter 
den Verb&ltnissen unserer Figur 93 scbrag nacb oben gericbtet. Der- 
selbe setzt sicb nun mit dem vorhandenen Drebimpulse in der Weise 
zusammen, dafs sieb der Impuls in jedem Zeitelemente dt um dJ^Wldt 
andert. Der Impuls, der annabernd die Ricktung der Figurenaxe hat, 
wird dadurch nacb oben kin abgelenkt Der Impuls richtet sich durch 
die Reibungswirkimg allmahlich auf. Urn von hieraus zu schliefsen, dafs 
auch die Figurenaxe sicb aufricbtet, erinnem wir an die Scblufsweise 
yon pag. 555, wonacb die Rotationsaxe annabernd der Impulsaxe folgt, 
wahrend die Figurenaxe in schnellem Zeitmafs um die Rotationsaxe 
berumgefubrt wird, so dafs ibre mittlere Lage mit der Lage der 
Rotationsaxe annabernd ubereinstimmt. Wir erkennen bieraus welter, 
dafs die Figurenaxe dauernd in der Ndhe des Impulses bleibt , sich also 
ebenfaUs aufrichtet. 

Naturlicb ist neben dem Reibungsmomente 3R(TF) das Moment 
des Gfegendruckes SO? (2?) zu berticksichtigen; dieses bat eine borizontale 
Axe und giebt in der Tom reibungsfreien Falle ber bekannten Weise 
indirekt zu der Pracession des Kreiseis Anlafs. 

In erster Annaberung bleibt die Grofse des Impulses vermoge der 
Reibungswirkimg ungeandert, da der Impuls-Endpunkt (vgL Pig. 93) 
annabernd senkrecbt gegen die Figurenaxe und daber aucb annabernd 
senkrecbt gegen die Impulsriebtung fortsebreitet. Es ist aber klar, 
dafs auf die Dauer der Impuls dennocb geschwacbt werden niufs. 
Derm einerseiis wird bei der Hebung der Figurenaxe Arbeit gegen 
die Schwerkraft geleistet, andrerseits gebt an der Unterlage dauernd 
Reibungsarbext yerloren. Diese Arbeitswluste mussen aus der leben- 
digen Kraft des Kreiseis gedeckt werden, also teils aus der lebendigen 
Kraft der Schwerpunktsbewegung, teils aus derjenigen der Drebbewegung. 
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Die Sebwerpunktsgeschwindigkeit ist gleieb r$* und.hat nacb den GL (2) 
und (6) die Grofse 

JV 

99 McjE 

Soil clieselbe abnehmen, so mufs N abnehmen. Zu dem gleic hen 
Resultat werden wir offenbar gefiibrt, wenn wir a3inelimen ; dais die 
Arbeitsverluste auf Kosten der lebendigen Kraft der D rebbew egung 
vor sicb geben. Denn der Hauptbestandteil dieser lebendigen Kraft 
ist wie bekannt N*/2C. WaJirmd also der Eigenimpuls N in erster 
Nalwrung Jconstant lileibt, mufs er in zweiter Ndherung langsam ab- 
nehmen. 

Die aHmabliche Verminderung von N bedingt aber welter, dafs 
sick die Praeessionsgescbwindigkeit nacb Grl. (2) bescbleunigt und 
ferner nacb GL (6), dafs sicb der Radius des Sebwerpunktskreises yer- 
ringert. Hieraus folgt nacb Gl. (7), dafs auch der Radius des vom 
Stutzpunkie besckriebenen Kreises r 0 abnebmen mufs, der iibrigens in 
geringerem Grade aucb durcb das Aufricbten der Figurenaxe (V er- 
kleinerung des Winkels 9) verldeinert wird. Diese Ergebnisse stimmen, 
wie man siebt, mit den vorangestellten Resultaten der Beobacbtung 
uberein. 

Wir fassen unsere Betracbtungen wie folgt zusammen: ImFalle 1) 
[V> v oder besser V grofs gegen v\ Iduft der SchwerpunM auf einem 
Kreise, dessen Radius sick alhnahlich verldeinert , also genauer gesagt , 
auf drier sick vermgernden Spirals, und mar mit abnehmender Ge- 
schwindigkdt. Das Gleiche gilt von dem SiMtzpunkte P oder dem Ealb- 
JcugelmittelpunJde 0. Die Figurenaxe, die ursprunglich unter dem Winkel 
9 windsehief an der vertikalen MiUdlinie des SchwerpunldsJcrdses vorbei- 
geht. richtet sick im VerJcmf der JBewegung durch den Einflufs der Reibung 
immer mehr auf 

Wir wollen in ahnlicber Weise den Pall 3) v > V diskutieren. 
Hier ist die Gescbwindigkeit v for den Sinn des Gleitens mafsgebend; 
unter den Verbaltnissen unserer Fig. 94, wo v im Punkie P nacb 
b int eri gericbtet ist, wird der Jteibungswiderstand W nacb vom ge- 
riebtet sein. Halten wir an unserer Annahme fest, dafs der Scbwer- 
punkt sich nabezu gleicbfdrmig auf einem Kreise bewegt, so mufs 
seine Zentripetalbescbleunigung wie der nacb Riebtung und Grofse gleich 
W ( M sein. Die Zentripetalbescbleunigung mufs also in Pig. 94 ebenso 
wie W nacb vom gericbtet sein, d. b S mufs sicb auf dem binteren 
Haibbogen des Sebwerpunktskreises befmden. Der Schwerpunkt eilt 
jetzt dem Stutzpunkt im Sime der Bewegung etwas varans. Die Figuren- 
axe gebt abermals an der durcb den Mittelpunkt des Scbw erpunkts- 
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kreises gelegten Vertikalen winds chief vorbei. Dagegen kdnnen wir 

nicht mehr wie im Falie 1) behaupten, dafs W naliezu senkrecht zur 

Figurenaxe steht; es ist des- 
halb in Fig. 94 die in die 
Horizontalebene projizierte 
Figurenaxe nicht wie rorher 
ais Tangente sondem als 
Sekante an den Schwer- 
punktskreis geiegt. Fiir die 
Grofse des Sehwerpunkfcs- 
kreises gilt wie vorher die 
Formel (6). 

Es kandelt sich ferner 
xxm den Einfiufs der Reibung 
auf die Drekbewegung. Hier 
liegen die Yerhaltnisse dem 

Sinne nach umgekehrt wie 

im Falie 1). Da der Reibungs- 
widerstand in unserer Figur 
nacb Torne gerichtet ist, 

giebt er im Schwerpunkte 

ein Moment, dessen repra- 
sentierender Yektor schrag 
nach unten verlauft. Der Impuls-Endpnnkt wird also durch die Reibungs- 
wirkimg jetzfc nach unten abgelenkt. Ber Impulsvektor und (bei Hinzu- 
nahme der Uberlegung von pag. 555) auch die Figurenaxe werden sich senken, 
Uhl auch hier die Arbeitsverbaltnisse zu beriicksiehtigen, bemerken 
wir, dafs durch die Senkung der Figurenaxe Arbeit gewonnen, dafs da- 
gegen durch den Reibungswiderstand dauerad Arbeit verbraucht wird. 
Wahrscheinlich wird die letztere Arbeitsgrofse iiberwiegen, sodafs im 
Ganzen die lebendige Kraft und insbesondere der Eigeaimpuls weiter 
abnimnit. Wir sahen oben, dafs hieraus eine Yerkleinerung des Schwer- 
punktskreises und weiterhin eine Verkleinerung der Bahn des Stutz- 
punktes folgen wiirde. Andrerseits wiirde die zunekmende bTeigung der 
Figurenaxe bei ungeandert bleibender Schwerpunktsbahn eine Yer- 
grofserung der Baku des Stiitzpunktes bedingen. Welcher von beiden 
Umstanden mehr Einfiufs auf die Grofse der Bahn des Stiitzpunktes 
haben wird, lafst sick allgemein nicht entscheiden. Thatsachlich be- 
obachtet man gegen Ende der Bewegung bei geschwachtem Eigen- 
impuls N zuweilen eine Erweiterung, zuweilen eine Verengerung der 
Bahn des Stiitzpunktes. 
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Als hauptsachliches Ergehnis dieser allerdings sehr unsickeren 
Betracktung ist zu betonen : Die Figurmaxe mnfs sick im Falls 3) 
senhm. Hierbei kann es nickt ausbleiben, dafs der Kreisel sckliefslieh 
mit seinen oberen Partien die Unterlage beriilirt und nack einigen un- 
regeimafsigen Auslaufsbewegungen zur Rube kommt. 

Hins iebtlieb des Grrenzfalles 2) v = V wollen wir uns kurz fassen. 
Dieser ka nn sicb nur vorabergehend und ? da wir die den Fall defi- 
nierende (xleiekung als Bedingung sowobl fiir die Grofse wie fiir die 
Riehtung der Geschwindigkeiten v und V auffassen wollien, nur 'outer 
besonderen Umstanden einstellen. Da in diesem Grenzfalle der Stxitz- 
pxtnkt an der Unterlage iiberhaupt nicbt gleiiei, so ist die eventuell 
vorhandene Seibnng als eine Reibnng der Rnbe (vgl. § 2) zu bezeicbxten. 
Man bat alsdann nacb Coulomb W< p 0 Mg, wo ii G den Reibungskoeffi- 
zienten der Rube bedeutet. Insbesondere ist es moglicb, dafs die 
rutende Seibnng gleicb Full wird, wenn namlicb der Schwerpunkt, 
des sen Beschleunigung aucb jetzt nacb Riehtung und Grofse, gleicb 
W/M sein mufs, in Rube ist, wenn also der Schwerpunktskreis sick 
auf einen Punkt zusammengezogen hat. In diesem Falle ist es denfe- 
bar ? dafs der Kreisel seme Praeession ausfiihrt, genau so wie anf einer 
idealen giatten Ebene, die wir im Ankange zu Kapitel VI voraussetzten, 
dafs also die Figurenaxe weder steigt nock fallt. Eine solcte Be- 
wegung konnte so gar beliebig lange andauern, wenn nickt andere hier- 
bei aufser Betrackt gelassene Einfliisse (rollende Reibnng, Luftwider- 
sfcand) die Bedingungen des Falles 2) storen und den XJbergang zu dem 
Fall 3) bedingen wiirden. 

Die Unterscheidung der vorangestellten drei Falle V>v ? V~v 7 V<Cv 
kaben wir einer Note von Archibald Smith*) entnommen, in welcker 
iiberdies namentlich der Einflufs der besonderen Form des Auflager- 
endes diskutiert wird. Urn unsere Mkeren Reibungsbetracktungen in 
diese Fallnntersckeidung einzuordnen, bemerken wir ; dafs beim Kreisel 
mit festgehaltenem Punkte 0 naturlieb v = 0 ist. Hier befinden wir 
tms also notwendig unter der Bedingtmg des Falles 1). Dementsprechend 
fanden wir friiher, dafs vermoge der gleitenden Reibnng die Figurenaxe 
des Kreisels mit festem Punkte sick allemal aufrickten miisse. Eine 
Bekandlung des vorliegenden Reibungsproblems findet sich, soweit es 
die Drekung des Kreisels urn seinen Sehwerpunki angeht, auek in dem 
bekannten Buehe von Jellett**), jedock mit dem Unter sekiede, dafs 

*) Note on the theory of the spinning top. Cambridge Mathematical Journal 
VoL 1 (1846) pag. 47. 

**) Tkeorie der Beibung, dentsch von Lnrotk und Schepp. Leipzig 1800, 
Kapitel 8, pag. 198. 
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bier die Ricktung des Grleitens allein nach der Gesckwindigkeit V 
heart eilt und das Yorhandeasein der Gesckwindigkeit v libersehen wird. 
Indem also Jellet gewissermafsen die Gesckwindigkeit v gleick Kail 
setzt, befindet er sick gleickfalls unter der Bedingung des Falles 1) 
und zeigt dementspreckend darck Recknungen, die unserer okigen 
qualitativen tlberlegang als Stiitze dienen konnen, dafs die Figurenaxe 
sick aufrickten miisse. Nimmt man andrerseits an, dafs der Kreisel 
nack unten kin in eine absolut sckarfe koniscke Spitze auslauft, so 
wird der Stlitzpunkt ein Punkt der Figurenaxe, namlick eben diese 
Spitze sein: alsdann ist bei reiner Rotation urn die Figurenaxe F== 0 
nnd wir befinden uns stets im Falle 3). Infolgedessen wiirde bei 
absoiut zugescharfter Auflagestelle die Figurenaxe unter alien Tim- 
standen durek die Reibung gesenkt werden. 

Die kier gegebene Bekandlung ist sowokl nack tkeoretiscker wie 
nack experimenteller Seite kin reichlick unvollstandig. So kaben wir 
es nack tkeoretiscker Seite ftberhaupt vermieden, die mit Reibungs- 
gliedern bekafteten Differentialgleickungen der Bewegung aufzuschreiben, 
weil wir uns bei der Unsickerkeit der physikalischen Grundlagen keinen 
der Miike entspreckenden Nutzen fur das Verstandnis des wirklick Be- 
obackteten aus eingekenderen analytischen Entwickel ungen verspracken. 
Nack experimenteller Seite kaben wir uns mit der Aufzeicknung der 
Baknkurye begniigi, welcke der Unterstiitzungspunkt auf der Unter- 
lage beschreibt, dagegen kaben wir genauere Messungen liber die zu 
jeder Baknkurve gehorige Impulsgrofse, liber die Abkangigkeit der 
Bewegung von den Anfangsbedingungen, von der Form der Auflage- 
flacke ete. unterlassen mxissen. Das letztere Yersaumnis sckeint uns 
im vorliegenden Falle sckwerer zu wiegen, wie das erstere*, wie wir 
denn allgemein wiederkolentkck betonen mock ten, dafs das Verstandnis 
der wirklickerx Bewegungsvorgange, sofern dabei Reibungseinfliisse 
vorkerrsckend sind, mindestens ebenso sekr durck Beobaehtung wie 
durck Recknung zu fordern ist. 



Kapitel YIII. 

Anwendungen der KreiseltTieorie. 

Abschnitt A. Astronomische Anwendungen. 

§ 1. Die Praeession der Erdaxe, im Ansehlufs an eine Idee von 

Grauls behandelt. 

Entspreckend der dominierenden Stellung, welcke die astrono- 
nomischen Anwendungen in der alteren matkematiscken Litteratur 
einnekmen, ist das Problem der Rotationsersekeinungen des Erdkorpers 
yon kervorragendem Einfiufs auf die Entwickelung der Kreiseltbeone 
iiberkaupt gewesen, wie sick unter Anderem in der auek yon uns iiber- 
nommenen Nomenclatur: regulare Praeession, Nutation, Knotenlinie 
erweist. Fast die samtlicken Namen der matkematiscken Klassiker, 
alien yoran Newton, dann Euler, d’Alembert, Laplace, Lagrange, 
Poisson, finden wir mit der Gesckickte dieses Problems Yerkniipft. 

Die Tkeorie der astronomiscken Praeession ist sekr einfack, wenn 
man sick auf eine erste Annakerung besekrankt, sekr kompliziert, wenn 
man eine ersekopfende Bekandlung anstrebt. Der letztere Standpunkt 
wird in den Lekrbuchem der Astronomie *) eingenommen, auf den 
ersteren miissen wir uns im wesentlieken stellen. Lediglick um dem 
nickt- astronomiscken Leser einen Einblick in die muksamen und be- 
wundernswert grlindlicken Metkoden der Astronomie zu Yersckaffen, 
wollen wir zum Scklufs dieses Abscknittes einige Resultate der ge- 
naueren Tkeorie kersetzen. 

Die Sckwierigkeit wackst ganz aufserordentlick, wenn wir den 
Boden der abstrakten Dynamik verlassen und den Erdkorper nickt 
mekr als absolut starr ansehen. Die Diskussionen, die dann auftreten, 
sind heute nock keineswegs abgescklossen. Wir werden diese Dinge 
far den folgenden Abscknitt aufsparen und zunackst an der Annahme 
der StarrJmt festkalten. 


*) Wir bezieken uns im Folgenden auf Tisserand, Mecanique celeste, t. II, 
Ck&p. 22 — 27. In § 194, pag. 442 bericlitet Tisserand uber die Gescbiekte des 
Problems und den Anted der oben genannten Klassiker an seiner Erforschung. 
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Die Method©, der wir uns bedienen werden, ist einem you Gaufs 
angegebenen Yerfahren zur Beredmung der sakularen Storungen der 
Planetenbahnen nachgebildet. Sie bat den Vorzug grofser Ansckaulich- 
keit und lieferi die einzelnen Bestandteile der Losung schrittweise naeh 
der Reihenfolge ibrer Wichtigkeit. An? das yorliegende Problem scheint 
sie bisher nicht angewandt zu sein. Gaufs selbst leitet seine Method© 
durch die Bemerkung ein, dafs „die Sakularyeranderungen einer Planeten- 
bahn dureh die Stornng eines anderen Planeten dieselben sind, der 
storende Planet mag seine elliptische Bahn nach Keplers Gesetzen 
wirklich beschreiben, oder seine Masse mag auf den Dmfang der 
Ellipse in dem Mafse verteilt angenommen werden, dafs auf Stiicke 
der Ellipse, die sonst in gleich grofsen Zeiten beschrieben werden, 
gleich grofse Anteile an der ganzen Masse kommen" 

Diesen Gedanken wollen wir uns zu eigen machen und erweitern: 
Wir wollen nicht nur die Masse des storenden, sondern spater (§ 2) 
auch die des gestorten Korpers, wo dieses wfinschenswert ist, Engs 
seiner Bahn yerteilen, die wir dann als starren Ring behandeln, und 
werden nicht nur die sakularen, sondern auch, bei Zugrundelegung einer 
anderen Massenyerteilung, die periodischen Storungen (§ 3) zu finden 
lemen. 

So wie Gauls seine Methode auseinandergesetzt hat, dient sie zur 
genauen Bestimmung der sakularen Storungen (wenigstens derjenigen 
erster Ordmmg). Indem wir auf die von Gaufs beabsichtigte G©~ 
nauigkeit verzichten, werden wir sie dadurch yereinfachen, dafs wir 
zunachst yon der Bxcentricitai der Bahn, d. h. bier der Sonnen- und 
Mondbahn absehen, diese also als kreisformig yoraussetzen. Damit 
fallt aber zugleich die in dem Gaufsischen Citat vorgesehene Ungieich- 
formigkeit der Massenyerteilung fori, welche ja der ungleichformigen 
Bewegung auf der Ellipse entsprechen sollte, und macht einer gleich- 
formigen Yerteilung auf der Kreisperipherie Platz. 

Der wiehtigste Teil der Rotationsersehein ungen der Erde ist die 
Praeessionsbewegung. Die kinematischen Yerhalinisse derselben sind 
uns im Groben schon yon fruher her (pag, 50) bekannt: Die Erdaxe 
bildet mit der Normalen zur Ekliptik einen Winkel Yon 23 x / 2 ° (gc- 
nauer zurZeit 23° 27' 10" welche Zahl aber langsam um 3° veranderlich 
ist) und drehi sich unter diesem Winkel um die besagte Normal© in 
ca. 26000 Jahren einmal herum. Zusammen mit der tagiiehen Um- 
drehung der Erde stellt diese Axenbewegung eine regulare Pracession 

*) Determinatio attractionis etc., C4es. W. Bd. a, pag, 331 und 357, Ea ist 
dies dieselbe Abhandlung, welche die einzige direkte Mifcteikmg von Gaufs uber 
seine Theorie der elliptischen Integrale entbalt. 
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ixn fruheren Sirme dar u. zw. eine retrograde: Betrachten wir namlieh 
den Vorgang von derjenigen Seite der Ekliptik aus ; naeh welcber der 
Nordpol der Erde binweist, so findet 
die Drelmng der Erde um ihre Figuren- 
axe entgegen dem Sinne des Uhrzeigers, 
die Drelning der Erdaxe um die Normale 
der Ekliptik im Sinne des TJhrzeigers 
statt (s. die nebenstebende Figur; die 
drei Pfeile, weicbe bez. der Figurenaxe 
der Erde F, der Normalen N und der 
Ebene E der Ekliptik beigegeben sind ; 
deuten die Richtung der Erdrotation, der 
Pracession der Erdaxe und der scbein- 
baren Sonnenbewegung an); der schmalc 
Polhodiekegel, dessen Grofse pag. 50 ennittelt wurde, rollt im Innern des 
Herpolhodiekegels ab (vgl. Fig. 8 von pag. 52 so wie Fig. 100 a). 

Diese Yerbaltnisse ebenso wie die Zahl 26000 siod der Beobacbtung 
natiirlieb nieht direkt zuganglicb. Letztere bezieht sicb vielmehr auf 
die Scbnittpunkte der Ekliptik mit der JLquatorebene, welche be- 
kanntiicb FriiMings- und Herbsi- Aquinoktialpunkte {Tag- und NacM- 
gleichen-Punkte) beifsen und deren Yerbindungsgerade die Knotenlinie K 
1st* Aus der Pracesslonsbewegung der Erdaxe folgt nun, dafs sicb 
aucb diese Punkte im Sinne des TJbrzeigers, d. h. entgegen dem Sinne 
der scbeinbaren Sonnenbewegung um die Normale der Ekliptik berum- 
bewegen und zwar, wie die Beobacbtung zeigt, in jedern Jafare um den 
Betrag von ca. 50"* . Hieraus berecbnet sicb riickwarts die angegebene 
ungefahre Periode von 26 000 Jabren. Es ist namiicb die Zeit eines 
vollen Umganges der Aquinoktialpunkte^ also aucb die Zeit, in der 
die Erdaxe die Nor male der Ekliptik einmal umkreist, gleicb 

36 ^ = ca. 26000 Jabren. 

50 

Wir fragen nun, wie weit diese Erscbeinung durcb die bisberige 
Tbeorie des scbweren symmetriscben Rreisels erklart werden kann. 
Dafs es sicb um nichts anderes, als eine Wirkung der aligemeinen 
Gravitation auf die am Aquator wulstformig aufgetriebene, rotierende 
Erdmasse bandelt, bat scbon Newton *) erkannt und dainit einen der 
wicbtigsten und bewundernswertesten Belege seiner Tbeorie geschaffen. 

Da die ins Spiel kommenden Anziebungskrafte nur von der gegen- 
seitigen Lage der Hiinmelskorper abbangen, diirfen wir uns den Scbwer- 

*) PMlosophiae natural! s principia mathematical 1687. Tom. m, Prop. 
XXI, Tbeor. XVIL 
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punkt der Erde als fest tmd die iibrigen Himmelskorper relatiy gegen 
die Erde bewegt denken. Yon dieseix werden wir nur diejenigen Korper 
zu beriieksichtigen brauchen, welche entweder durch ihre iiberwiegende 
Grofse oder durch ihre geringe Entfernung von der Erde ausgezeichnet 
sind, d. h. nur die Sonne und den Mond, Znr vollstandigen Bebandlung 
der Rotationserseheinungen der Erde ware es erforderlich, die wechselnde 
Grofse der Anziehungskraft infolge der weehselnden Entfernung beider 
Korper von der Erde und die wechselnde Richtung der Kraft infolge 
des Fortschreitens der Korper auf ihren Bahnen zu beriicksichtigen. 
In dieser Allgemeinheit werden wir auf das Problem im dritten Para- 
graphen zuriiekkommen. Wir werden uns dort das zeitlich verander- 
liche Potential der Sonnen- und Mondanziehung V(t) in eine trigono- 
metrisehe Reihe nach der Zeit t entwickelt denken und die den einzelnen 
Perioden des Sonnenumlaufs, des Umlauts der Mondknoten etc. ent- 
sprechenden periodischen Glieder fiir sicb betrachten. Das konstanto 
Glied jener Reihe liefert im Besonderen die safculare Eimvirhmuj von 
Sonne und Mond auf die Erde, welches als Folgeerseheinung die 
uns zimachst interessierende Pracessionsbewegung der Exdaxe ergiebt. 
Indem wir an dieser Stelle auf jene allgemeinere Betraehtung nur hin- 
weisen, wollen wir uns nun des anschauiichen Gaufsischen Yerfahrens 
bedienen, welches gerade den in Frage kommenden sakularen Teil aus 
der gesamten Anziehungswirkung aussondert. 

Wir denken uns also die Masse von Sonne und Mond auf ihren 
relativen Bahnen gegen die Erde ausgebreitet, und zwar gleich- 
formig ausgebreitet, da wir diese Bahnen als Kreise voraussetzen 
wollten. Der Radius der Kreise entspricht dem mittleren Erd- 
ahstand von Sonne und Mond. Wir haben auf diese Weise statt der 
wirklichen Sonnen- und Mondanziehung die Anziehimg eines unendlich 
diinnen „Sonnen- und Mondringes" von gleichformiger Dichte zu unter- 
suchen. Ferner wollen wir fhrs Erste von der Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekli ptik, welche bekanntlich ungefahr 5° betragt, absehen 
und uns den Mondring in die Ebene des Sonnenringes hineingedreht 
denken (a. Fig. 96, wo den fxaglicben Ringen die in der Astronomic 
ubliehen Zeichen fiir Sonne ©, Mond £ und Erdo J beigegeben 
sind). Auch iiber die Beschaffenheit der Erde wollen wir vereinfachende 
Arm airmen machen. Wie verabredet setzen wir sie als starr und 
aufserdem als Rotationskorper urn die Nord-Siidpol-Axe von den Trag- 
heitsmomenten C und A voraus, wobei wegen der Aufbauchung am 
Aquator C>A ist. Fiir die Berechnung samtlieher Traghejtswirkungen 
kommt es nun auf die besondere Form der Erde in keiner Weise an; 
jeder andere Korper von denselben Tragbeitsmomenten C, A, A an die 
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Stelle der Erde gesetzt, wurde sieh hinsiebilieb alter Tragheitswirkungen 
bei der Rotation gen an so verlialten wie die Erde, Aber mehr als 
das: Wir behaupten. dafs es auch bei der Bereefanung der Anziebungs- 



wirkungen von Sonne und Mond lediglicb auf die Grofse der Tragbeits- 
momente ankommt, sofem wir tms mit einer gewissen Naberung 
begniigen. 

Zum Beweise denken wir uns das Anziebongsp o tenti&l der wirklicben 
Erde auf einen aufseren, hinreicbend entferaten. Punkt P, z. B. emeu Pimkt 
des Sonnen- oder Mondringes bmgescbrieben. Dasselbe bat die Form 

2 —■j wo m ein Massenelexneni der Erde ist und die Summation 

sicb auf die ganze Erdmasse erstreckt. Hier wird man Ijr nacb Po- 
texisen der Yerhaltnisse Xjr 0 , ?/r 0 , Z/r 0 entwiekeln, wobei muter 
X Y Z die Eoordinaten des Masseneiementes m verstanden warden ; als 
Koordinaten - Amangspankt der Mitteipunkt (Scbwerpnnkt) der Erde 
gedacht wird und den Ab stand des Punktes P vom Er dmittelpirnkt e 
bedeufcei Diese Reibe konvergiert sebr schnell, weil die geiiarmten 
Yerbaltnisse in unserem Falle bocbstens gleich dem Verbatims Erd- 
radius dureh Radius der Mondh&bn sind. Man wird daber, weroi man 
keine grofse Genauigkeit anstrebt^ die Reibe mit den Gliedem idea- 
rigsfcer Ordnung abbrecben diirfen. Die Giieder erster Ordnung ver- 
scbwinden bei der Summation iiber die Erde, falls man als Koordinaten- 
anfang den Scbwerpunkt gewahlt bat. Die Giieder zweiter Ordnung 
weisen nach Ausftibrung der Summation als Koeffizienten die Grofsen 
Um X s , ZmXY, . . d, k die Tragbeitsmomente und Tragkeitsprodukfce 
(oder Centrifagabnomente) der Erde auf. Lafst man insbesondere die 
Koordinatenaxen mit den Haupttragheitsaxen zusammenfallen ; so redu- 
ziert sieb die Zabi der quadratiseben Giieder auf drei und ibre Koeffi- 


Xlein-Sommerfeld, Kraiseibewegtutg. Ill AafL 
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zienten werden die drei Haupitragheitsmomente. Daraus folgt aber, 
dafs in erster Amaherung, d. h. bei Berucksichiigung lediglich der 
Glieder niecLrigster Grdnung, alie Korper von gleicher Lage der Haupt- 
axen und gleicher Grofse der Haupttragheitsmomente sich auch hin- 
sichtlicli der Gravitationswirkungen gleich verhaiien miissen. Wir 
konnen also auch in dieser Hinsicht fur die Erde einen beliebigen 
anderen Korper substituieren, falls nur das Tragheitsellipsoid desselben 
mit dem der Erde identisch ist 

Fdr viele Zwecke ist es ublieh und nxitzlich, sich die Erde durch 
ein ideales Rotationsellipsoid ersetzt zu denken. In unserem Falle ist 
aber eine andere Wahl vorzuziehen: wir denken nns eine vollkommene, 
homogene Kugel, welehe am Aquator mit eimem gleichformig mit 
Masse belegten Giirtel versehen ist. Es sei a das Tragheitsmoment 
der Kugel fur einen ikrer Durchmesser und m die auf unserem Gtirtel, 
dem „Erdringe“ ausgebreitete Masse. Wir haben es nun so einzurichten, 
dafs diese Kombination, Kugel und Ring, dieselben Haupttragheits- 
momente C und A besitze, wie die wirkliche Erde, urn in ikr einen 
far unsere Zwecke vollkommenen Ersatz der wirklichen Erde zu haben. 
Es ist aber das Tragheitsmoment des Ringes um die Nord-SM-Axe 
gleich mR 2 , das um eine aquatoriale Axe gleich */ 2 mR 2 , unter R den 
Erdradius verstanden. Mithin haben wir zu bewirken, dafs 

mR 2 + a = C, 

~ mR 2 + a = A 

4 

wird; wir haben also zu wahlen: 

(1) a — 2 A — C. 

Weiter ist aus Symmetriertieksichten klar, dafs die Kugel vom 
Tragheitsmamente a bei der Berechnung des Drehmomentes der an- 
ziehenden Wirkung von Sonnen- und Mondring nicht in Frage kommt, 
dafs wir vielmehr nur den Erdring zu beriicksichtigen haben. Ferner 
lekrt die mechanische Anschauung ohn© Weiteres, dafs Sonnen- und 
Mondring in gleicher Weise bestrebt sain werden, den Erdring in die 
Ebene der Ekliptik hineinzudrehen. Die betr. Drehkraft hat die 
Knotenlinie zur Axe und wirkt, von derjenigen Seite der Knotenlinie 
gesehen, welehe den Friihlmgs-Tag- und STachtgleichen-Punkt tragi, 
um diese Axe entgegen dem Sinne des TJhrzeigers, gerade so wie die 
Schwerkraft bei einem symmetrischen Kreisel, dessen Schwerpunkt 
unter dem Sttitzpunkte liegt. Wir wfmsehen die Grofse dieser Dreh- 
kraft zu berechnen. 
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Sei m x die Masse, r t der Radius des Sonnenringes und ip x ein in 
der Etliptik etwa von der Knotenlinie aus gezablter Winkel, weleher 

die einzelnen Punkte des Socnenringes unterscheidet (s. Pig. 96). Die 

analoge Bedeutung mogen m 2 , r 2 , tp 2 ftir den Mondring haben. Endlicb 
sind dieselben Grofsen fiir den um den Erdaquator herumgelegten 
Erdring: m (s. oben), JR (Erdradius) und <p (ein in der Aquatorebene 
yon der Knotenlinie aus gezablter Winkel). 

Der Winkel zwiscben Erdring und Etliptik beilse & (== 23y 2 ° ca.). 
Wir legen reebtwinklige Koordinaten x, y, z zu Grande, indem wir die 
^-Ricbtung mit der Normalen der Etliptik, die rr-Ricbtung mit der 
Knotenlinie zusammenfallen las sen; dann wird fiir den Sonnen- und 
Mondring: 

x x == r x cos ip 1? y 1 — r x smty x , z t = 0, 
x 2 = r 2 cos tfj 2 , y» = r 2 sixu^, z 2 = 0, 


wabrend wir fiir den Erdring baben: 

x = Rcq8<p, y = jR sin go cos#, z = JR sin <p sin#*. 

Um das Anziebungspotential des Sonnenringes auf den Erdring zu 
bilden, berecbnen wir 

jr = {(^-^+(yi-3/) 2 +(^) 2 }^= {r 1 »+2?-2Jlr t *}-i, 

/g 1 — MM 1 g g 

s — 1 - 1 = cos ip x cos 9) + sin tff t sm 9 cos #, 


und entwiekeln — nacb Potenzen der kleinen Grofse 


M 


indem wir 


nur die Glieder bis zur zweiten Potenz inel. binscbreiben: 

T-i 7(i+f + 4(f) ! -r6'+'")- 

Dieser Ausdruck ist nacb 4> x und d. h. liber den Sonnen- nnd Erd- 
ring zu integrieren. Dabei wil’d 


27? 27? 

J* 5 d 't[? 1 = G, J * ! = 3t(cos 3 9 + sin 2 9 > cos 3 #), 

0 0 

2 7? 2a? 

^ s 2 d^ x = #*(1 + cos 2 O’) . 

0 0 

Das gesucbte Potential lautet daher, unter f die Grayitationskonstante 
yerstanden: 

Srf 275 

r >-t f S^-t 
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Dasselbe kangt, wie wir seken, nnr von dem Winkel # ab; also wirkt 
die Anziehung nur auf eine Anderung des Winkels d. k. auf eine 
Drehung um die Knoteuliiiie kin, wie wir schon oben erkannten. Die 
Grofse dieser Drekkraft ist dabei in erster Annakerung, d. k. bei der 
sckon Yorker genanmten Yemacklassigung der kokeren Potenzen Yon — : 


( 2 ) 


a# 


3 r m t mR 2 

T * rf* 


sin # cos #. 


Endlick driicken wir die Masse m des Erdringes dnrck die Tragkeits- 
momente C und A des Erdkorpers aus (s. Gl. (1)) und erkalten: 


(20 




3 y. m 1 (C — A) 

Y * rp 


sin # cos #. 


Ebenso ergiebt sick das vom Mondr inge kerriikrende Drekmoment zn 

/cv/x d V m 3 x (C — A) . c, ~ 

(2") -*£ - - T / “-Vr- 2 sm «■ eos 9. 


Die genannte Drekkraft ist daker gleick der Summe dieser beiden 
Ausdxiicke, d. k. gleich 

P cos # sin # ; 

wenn zur Abkiirznng 

(3) + 


gesetzt wird. Wir kaben somit ini vorliegenden Falle fiir die aufsere 
Drekkraft einen ganz aknlicken Wert (P sin # cos -O’, P < 0) gefunden^ 
wie friiker beim sckweren symmetriscken Kreisei, dessen Sckwerpunkt 
imterkalb des Stutzpunktes lag (P sin # ; P < 0). 

Wir macken tins nun klar. dafs unter dem Einflufs dieser Dreh - 
kraft die regulare Pracession ahnlich wie friiker eine mogliche Be- 
wegungsform darstellt Gleickzeitig merken wir an, dafs sie ebenso- 
wenig wie friiker, die ailgemeinsie moglieke Bewegungsform giebi 
(Die Frage, ob es sick bei der Erde am die besondere regulare Pra- 
cession oder um die allgemeine pseudoregulare Precession handelt. bildet 
den eigentlieken Gegenstand des folgenden geopkysikaliscken Abscknittes. 
Indent wir den Leser auf diesen Yerweisen, werden wir im gegen- 
wartigen Abscknitt die Bewegnng der Erde und ebenso die des Mond- 
ringes als regulare Pracession bekandeln.) Dabei stiitzen wir uns am 
einfecksten auf das dAlemkertscke Prinzip (Kap. Ill, § 4), nack 
welckem bei jeder moglicken oder „nattirlicken“ Bewegung des Kreisels 
die Tragkeitswirkung der aufseren Drekkraft dauernd das Gleickgewickt 
kalt. Die Tragkeitswirkung des symmetriscken Kreisels bei der regu- 
laren Pracession wurde pag. 175 zu 

(4) K ■= — Cgv sin# — (C7— A) v 2 sin# cos# 
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gefanden; dieses Moment batie die Enotenlinie zur Axe, ebenso wie 
im TOiiiegenden Falle die aufsere Drebkrsft P sin# cos#. Das besagte 
Erinzip verlangt also: 

(5) K+ P sin#’ cos# = 0. 

In Gleichnng (4) bedeutet v die Pracessionsgescbwindigkeit, d. b. 
die W inkelgescb windigkeit , mit der sicb die Erdaxe nm die Normale 
der Ekliptik drebt; p ist die Winkelgescbwindigkeit der Erde bei 
ihrer taglicben Umdrehnng, gemessen you der Knotenlinie aus. Als 
Unbekannte haben wir die Grofse v anzuseben. Unsere Gleicbung 
liefert for dieseibe zwei Werte (wie friiker bei der Pracessionsbewegung 
des symmetriscben Kreisels, pag. 178); da P (s. u.) sebr kiein ist, wird 
der eine dieser Werte ebenfalls sebr kiein, der andere von der Grbfsen- 
ordnung von yu. In imserem Falle kommt rmr der erstere Wert fiir 
die Pracessionsgescbwindigkeit in Betracbt, da die Beobacbtungen un- 
zweideutig zeigen, dafs v erbeblicb kleiner als yb ist. Qleichzeitig be- 
recbtigt uns eben diese Kleinbeit des Yerbaltnisses v:yb in Gleicbung (4) 
das zweite Glied gegen das erste zu vemacblassigen nnd Gleiebung (5) 
einfacber folgendermafsen zu scbreiben: 

(o') Cpv = P cos O’. 

Hierans ergiebt sicb als tbeoretiscber Wert fur v: 


( 6 ) 


-Pcosfl 1 


3 f C- 


- A !m l 


+ ^jcos^. 


Oft 2 li, C 

Die recbte Seite lafst sicb fur die nmneriscbe Rechnung bequemer 
gestalten, wenn wir sie mit Hiilfe des dritten Keplerseben Gesetzes urn- 
form en. Der praciseste Ausdruck desselben ist bekanntlicb die Gleicbung 


f 


(m + m) 
a* 



bier bedeuten m und m die beiden Massen des Zweikorperproblems, 
a die balbe grofse Axe der Keplerseben Ellipse, T die Umlanfszeit. 
Wenn wir von der Excentrizitat abseben, wird a mit dem mittleren 
Abstande r identiscb. Fiir die Bewegung der Erde urn die Sonne er- 
giebt sicb bier aus, da die Masse der Erde gegen die der Sonne obne 
Weiteres vemacblassigt werden darf: 


CO 



und fur die Bewegung des Mondes urn die Erde 


(7') 


. Jf+i 


& 


oder 


' n 


M+ 


-m t \T 9 / 


5*. 


Gleicbung (6) schreibt sicb daraufbin folgendermafsen: 

C~~ A (t m % 

~W~ M+m, T % 
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v = 


6** 


& 


COS#. 
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Aus dieser Formel wollen wir nun einige nmaeriscke Schltisse ziekem 
Zunackst ISfst sick der you der Sonne kerrtikrende Bestandteil der 
Pracession (a/*) mit dem von dem Monde kerrtikrenden (v%) vergleicken. 
Wir kaben namlick ersichtlick 



Hiei* ist T 2 : T t das Yerkaltnis des (sideriscken) Mondumlaufs zum 
(sideriscken) Jakre ? d. k imgefakr gleick 27 y s : 365 V 4 . Fur das Yer- 
kaltnis der Erdmasse zur Mondmasse werden wir den Wert 82 zu Grande 
legen. Infolge dessen ergiekt sick 

-5l - 0.47 oder ^ - 2,13* 

Der B&itmg des Mondes zur Pracessimserscheinung ist also wegen seiner 
geringen Entfemung trotz seiner geringen Masse melir als doppelt so grofs, 
wie der der Sonne. 

Berecknen wir mm die beiden Bestandteiie einzeln. Wir kaben 


( 8 ) 


v i=* 


-6x 2 


G — A cos & 

C ji?> 


= 2,13 * v 1 . 


Es ist aber g 7 die Winkelgesckwindigkeit der Erdmndrekung, gleick 

— 2% dividiert dnrck die Lange des Sterntages *) , also gT t gleick 

— 2% multipliziert mit der Anzahl der Stemtage, die auf ein Jahr 
kommen. Diese Anzahl ist bekanntlick um 1 grofser wie die Anzakl 
der Sonnentage. Somit wird = — 2% • 366*4. (Das negative 
Zeicken riihrt daker, dafs die Drekung der Erde entgegen dem Sinne 


Q J 

des Uhrzeigers siattfindet.) Wir miissen ferner den Wert von — g — 
kennen. Indem wir uns eines gewissen Zirkels sckuldig macken (s. § 4), 
wollen wir dafiir den Wert — acceptieren. Nehmen wir als Zeit- 
einkeit das Jakr an, so ergiekt sick sckliefslick, in Bogensekunden 
ansgedruckt: 

(9) Vi =3*-; C0823 ’ 6 ° 


305 • 366 x / 4 


16" 


*) Diese Angabe ist nickt ganz genau. Ba namlick die Winkelgesekwindig- 
keit fi ebenso wie der Eulersche Winkel g? , dessen zeitlicher Bifferentialquotient 
sie ist, von der Knotenlinie aus zu messen ist und diese sick, eben wegen der 
Pracession, entgegen dem Sinne der Erdxotation versckiebt, so wird p in Wirk- 
lickkeit etwas grofser ausf&llen. Die obige Angabe feeziekt sick eigentlick auf 
die wakre Umdrekungsgesckwindigkeit r , die dritte Komponente des Brekungs- 
vektors (p t q,r). Ba aber r «= gp'-j-cos# * f\ da ferner 9= (t, f =s y ist, so 
wird die Bifferenz zwiscken r und p gleick v cos -O’, welcke G-rofse wegen der 
lOeinkeit von v fdr unsere Zwecke nickt in Betrackt ko mm t. 
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Die Knotmlmie dreht sick also wegen der Sonnmamiehung alUin im 
Laufe etnes Jahres urn 16" vorwaris. 

Femer ergiebt sick naek GL (8) 

(V) r 2 - 2,13 * 16" - 34". 

Wegen der Mondanziehung allein dreht sich also die Knotenlinie 
wdhrend eines Jahres urn 34". Der G-esatnihetrag der Procession, ist 
mifhin 

(io) n + § ** - 50 " 

Soviel uber die Erklamng und die xmgex&kre Grofsenbestimmung 
der Pracession. Znm Vergleiek mit Spaterem wollen w nocli die 
Bewegung der Erdaxe durck Angabe der Eulerscben Winkel tf> und & 
besckreiben. Bern biskerigen Grade der Anjiakerung entsprickt die 
folgende Darstellung: 

fll N {* = %+ 50" • t, 

1 } 1^ = 23° 27' 7"; 

die Grofge 7p 0 bleibt bier in unbestimmt; sie kangt davon ab, you 
welekem Punkte der Ekliptik wir den Winkel ip messen wollen. 

§ 2. Der Kiickgang der Mondknotem. Erst© Erweiterung der 
Gaufsisoken Metkode. 

Die Mondbakn fallt bekanntlick niekt genau mit der Ebene der 
Ekliptik zusammen, wie wir bisker annakmen, sondern bildet mit ihr 
einen Winkel von ea. 5° (genauer gesagt einen Winkel., der zwiscken 
5° O' und 5° 18' sckwankt). Ikre Scimittpunkte mit dieser Ebene sind 
die Mondknoten, die VerbindungsHnie derselben heifst die Knotenlinie 
des Mondes. Diese Knotenlinie fiikrt nnn unter dem Einflufe der 
Sonnenazizieknng eine, im Sinne der Mondbewegung gereeknet, ruek- 
laufige Bewegung aus; sie drekt sick um die Normale der Ekliptik 
ebenso wie die Knotenlinie der Erde im Sinne des Uhrzeigers, aber 
mit erheblick grofserer Gesckwxndigkeit, namlick in ca. 18% Jakren 
einmal um. 

Wir konnen auck diese Knotenb ewegnng in Zusammenkang mit 
der Kreiseltkeorie bringen und konnen ikren zahlenmafsigen Wert von 
da aus bestimmen. Allerdings miissen wir dabei wesentlicke Punkte 
aus der Tkeorie des Mondes als bekannt yoraussetzen. Wir miissen 
namlick von vornkerein wissen, dafs die von der Sonne kervorgerufene 
hauptsacklicke Stoning der Mondbakn in einer Bewegung ikrer Knoten 
bei Unyeranderlichkeit ikrer Neigung gegen die Ekliptik bestekt. Wir 
miissen femer wissen, dais die (bekanntlick ziemlick grofse) Exceii- 
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trizitat der Mondbahn, yon der wi r im Folgenden noigedrungen ab- 
sehen werden, die Grofse der Knotenbewegmxg nicht erheblieb beein- 
flufsi, so dafs die Knotenbewegung einerseits und die yon der Excen- 
trizitat berruhren&en Storungen der Mondbabn andrerseits for s-ieb 
berechnet werden koxrnen. In unserer Betraebtung feblt also, matbe- 
matiscb gesprociten, der Existenzbeweis fur die Mondknotenbeweguxig: 
was wir aus der Kreiseltbeorie entnebmen konnen, ist lediglicb die Be- 
recbnung der Grofse dieser Bewegung unter Yoraussetzung ibrer Exlstenz. 

Wir balten im Folgenden an unserer friiberen Yorstellung eines 
Bonnen- und Mondxinges fest, die wir uns beide als starr und kreis- 
formig denken- Der yon uns konstruierte „Erdring% dessen Anziebung 
wir nachtraglicb gieicbfalls beriicksichiigen werden, ist von zu geringer 
Masse^ um ffir xrnsere jetzigen Zwecke xnerklicb in Betracbt zu koimnen, 
so dafs wir uns zunacbst auf die anziebende Wirkimg des Sonnenringes 
besebranken werden. Entsprechend der Bewegung des Mondes urn die 
Erde denken wir uns den Mondring mit der betr. Umlaufsgescbwindigkeit 
als starres Gauzes kontinuierlicb in sick yerscbobeiL Wir b&ben dann 
das folgende einfaebe Problem der Kreiseltbeorie yor uns: Der in nota- 
tion befmdlicke Mondring steht unter dem Einflufs der Anziehmg des 
Sonnenringes, die ifm in die Ebern der Ekliptik Jiineinzuziehen sucht; 
er beschreM unter dem Einflufs derselben um die Normale der Ekliptik 
eine regular e Procession ; welches ist seine Prdcessionsgeschwindigkeit? 

Bei dieser Formulierung sind wir in der Anwendung der Gaufsischen 
Metbode liber Gaulk selbst einen Scbritt binausgegangen. Wabrend 
namlicb Gaufs nur die Masse des storenden (des anziebenden) Korpers 
auf seiner Balm verteilt, baben wir aucb die Masse des gestorten (des 
angezogenen) Korpers durcb eine auf dessen Babn ausgebreitete kon- 
tinuierliebe Massenbelegung ersetzt. Wabrend es aberbei der anziebenden 
Masse, dem Sonnenringe , gleicigiiltig ist, ob wir uns dieselbe in Be- 
wegting oder in Rube denken, ist es bei der angezogenen Masse, dem 
Mondringe, wesentlidh, dafs wir seine Bewegung (in Gestalt einer Yer- 
scbiebung des Ringes in sicb) beriicksichtigen. Denn diese Bewegung 
ist es gerade, die nacb den Grundsaizen der Kreiseltbeorie die Mond- 
babn in den Stand setzt, ibre Neigung gegen die Ekliptik gegenuber 
dem yon dem Sonnenringe ausgelibten Drebmomente zu bebaupten. 

Wir biiden zunacbst das Anziebungspotential des Sonnenringes 
auf den Mondring und leiten daraus die um die Knotenlinie des Mond- 
ringes wirkende Drebkrafl ab. Sie lautet nacb Gleicbung (2) des 
yorigen Paragraphen: 


(i) 


dr 

d» t 


3 « m i r,* 


sin cos & 


2 J 
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in der That hrauchen wir nur die auf den Erdring sieh beziehenden 
Grofsen m, %■ und R in der genannten Gleiehung dureh die auf den. 
Mondring beziiglichen m 2 , f>, = 5° und r 3 zu ersetzen. Sckreiben wir 
hierfar P 2 sin cos & 2 , so wird mit Rucksieht auf Grl. (7) des vorigen 
Paragraphen: 


( 2 ) 


P, = -~f 


3 „ illy m t r, 2 


3 ,/2jr\ 2 

= ~T = 


r 

W 2 W 7 


wo jetzt C 2 = m 2 rj das Tragbeitsmoment des Mondringes ion seine 
Figurenaxe bezeicknet. 

Eine mogliche Pracessionsbewegung des Mondringes von langer 
Periode wird wieder hinreichend genau durcli die Gleichung (5') des 
vorigen Paragrapben definiert, welche wir, unter N die unbekannte 
Pracessionsgeschwmdigkeit, unter M die Drehgescbwindigkeit des Mond- 
ringes verstanden, so zu schreiben baben: 


(3) C 2 MN = P 2 cos^ 2 ; 
sie ergiebt 

(4) N = - cos^ 2 . 


Nun bedeutet M die Winkelgescbwindigkeit des Mondringes in 
Rezug auf seine Knoten; sie ist gieicb derjenigen Winkelgescbwindigkeit, 
mit welcher, von der Erde ans geseben, der Mond in seiner Bairn gegen 
die Mondknoten fortscbreitet. Die betr. Umlaufszeit heifst die drako- 
nitiecbe, sie ist gieicb 27,2 Tagen*). Mitbin wird 

365,25 


M 


2 7C - 

— - und 


tAT t =-2x' 


27,2 


Nebmen wir wieder als Zeiteinbeit das Jabr, so wird in Gradmafs 
ausgedruckt 

Dies ware die Anzahl Grade, welcbe die Mondknoten in einem Jabre 
zuriioklegen; die voile Umlaufszeit der Mondknoten wiirde daber 
betragen: 

(6) ^ - 18 Jahre. 

Der oben angegebene Wert war 18% Jabre oder genauer 6793 Tage; 
dem entspriebt als genauerer Wert von N der Betrag 19% °* Der 

*) fiber die Beziehung dieser W inkelgeschwin digk eit zur wahren oder side- 
riseben Winkelgescbwindigkeit des Mondes ist dasselbe zu sagen, wie oben 
iiber die Beziebung zwisehen u und r. Bezeicbnen wir die siderische Winkel- 
ges chwin digkeit (d, b. die Grofse — dividiert dureb den siderischen Mount) 
mit jR, so gilt wieder E = M + N cos 5°. 
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Untersehied kaxm tins bei cler Rohheit unserer Yorstellung vom Mond- 
ringe, bei der wir von der Excentrizitat der Mondbahn absahen, nichfc 
wunder nehmen. 

Wir wollen noch ergauzungsweise den Einflufs der Erdanziehung 
auf die Bewegung der Mondknoten, wenigstens in grober Annaherang, 
bestimmen. Es ist klar, dafs die Erde nur insofern die Ebene der 
Mondbahn storen kann, als sie von der Kugelgestait abweicht, dafs 
also bei der im vorigen Paragraphen besproebenen Zerlegung der Erde 
in eine ,,Erdkugel“ und einen „Erdring“ nnr der Erdring von der 
Masse m (Gl. (1) daselbst) zu beriicksicbtigen ist. Dieser Erdring m 
sucbt nun ebenso wie der Soxmenring den Mondring in seine Ebene 
hineinzudrehen, also bier in die Ebene des Erdiiquators. Wir schliefsen 
wie oben, dafs nnter dem Einflufs dieses Drehmomentes und vermoge 
der eigenen U mdr ebungs geseb win di gkei t des Mondringes die regulare 
Pracession tun die Normale der genannten Ebene, also bier nm die 
Nord- Slid -Axe der Erde ; eine moglicbe Bewegungsform des Mond- 
ringes sei, wobei wir von der im vorigen Paragrapben untersncbten 
Eigenbewegung der Erdaxe abseben. Wir wollen die Pracessionsge- 
scbwindigkeit und die Zeitdauer dieser Pracession bestimmen. Indem wir 
linden, was aus der geringen Masse des Erdringes vorberzuseben war, 
dafs diese Pracessionsgesehwindigkeit sehr klein, die Pracessionsdauer 
also sebr lang wird, verglicben mit der entsprecbenden Gesebwindigkeit 
und Zeitdauer bei der durch die Sonne bervorgerufenen Mondknoten- 
bewegung, zeigt sicb, dafs durcb die Einwirkung der Erde die Mond- 
knotenbewegung nnr in geringer Weise und in sakularer Form ab- 
geandert wircl und dafs wir bei der vorbergehenden Berecbnung der- 
selben die Erdanziebung vernacblassigen durften. Die Art dieser (sebr 
geringfugigen) Abanderung bestebt dabei niebt in einer einfacben Be- 
scbleunigung oder Yerzogerung der durcb die Sonne bewirkten Knoten- 
bewegung, sondern sie verandert aucb die Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekliptik, da wie bemerkt die von der Erde bewirkte Pra- 
cessionsbewegung um eine andere Axe erfolgt, wie die durcb die Sonne 
bewirkte. 

Das Drehmoment des Erdringes auf den Mondring hangt von dem 
Winkel der Neigung des Mondringes gegen die Aquatorebene der Erde 
ak Dieser Winkel wechselt wegen der durcb die Sonne bewirkten 
Knotenbewegung und scbwankt in 18% Jahren um ± 5°. Es ist am 
einfachsten und liegt am naebsten, jenen JSTeigungswinkel durcb seinen 
Mittelwert zu ersetzen, d. b. durcb den Winkel # = 23,5°, unter dem 
die Aquatorebene der Erde gegen die Ekliptik geneigt ist. Indem wir 
dieses tbun, seben wir also wie im ersten Paragrapben von der Neigung 



§ 2. Der Biickgang der Mondknoten. 647 

der Mondbahn gegen die Ekliptik ab, denken uns vielmehr den Mond- 
ring in die Ekliptik hineingedreht. 

Das Drebmoment der Erdanziebung anf den Mondring konnen 
wir nnn direkt ans der GL (2' v ) des vorigen Paragrapben entnebmen. 
Die dortige Formel bedeutete das Drehmoment, welcbes der in die 
Ekliptik bineingedrebte Mondring anf den Erdring ausiibte. Gerade 
so grots ist aber das jetzt in Frage sfcehende Drebmoment. Setzen 
wir dasseibe gleicb P 2 ' sin ft cos ft, so wird nacb der genannten 
Gleicbung: 

X> r ^ £ M'S (P -d) 

^2 — — Y / JTs 

Wir vergleicben das Produkt P/ cos ft mit dem Prodnkte P 2 cos ft 2 , 
nnter P 2 den in Grl. (2) dieses Paragrapben angegebenen Wert ver- 
standen. Nacb Grl. (3) dieses Paragrapben Yerbalt sieb namlich die- 
jenige Winkelgescbwindigkeit, mit der die Mondknoten ran die Nord- 
Sud-Axe der Erde infolge der Anziebnng des Erdringes nmlaufen 
warden. ; zn derjenigen Geschwindigkeit, mit der sie infolge der Sonnen- 
anziebnng in der Ekliptik nmlaufen, wie P 2 ' cos ft zn P 2 cos ft 2 . 
Nennea wir die beiden Gescbwindigkeiten N' bez., wie ohm, N, so 
baben wir 

N' P a ' cos ft 2(0 — A) r t s cos ft 

N P 2 cos m t r 2 * r 2 s cos^ s 

Nacb dem dritten Keplerscben Gesetz (GL (7) nnd (T) axis § 1) diirfen 
wir satzen 

r t * m x T t * m 

rp M+m 2 Tp’ 

nnd erbalten daber: 

N' 2 (C — A) T t 2 cos ft 0 C — A C Tp cos # 

NT “ (M+mJrS Tp PPPft^ ~~C“’ (M+mJrp TpP^ft,’ 

Hier werde nocb im Zabler des Ansdrucks ein Naberungswert for C 
eingesetzt; seben wir namlicb die Erde voriibergebend als eine Kngel 
Yon gleicbformiger Dicbte an, so diirfen wir nacb einer bekannten 
Formel 0 = y ME 2 annebmen, so dafs sicb scbliefslicb ergiebt; 

N sss ± 0 — A M B 2 TP cob ft 
N ~~ 5 Q M-f % rp Tp cos ft. 

Die samtlicben Faktoren dieses Ansdrucks sind bekannte Zablen. Es 
ist z. B. das Verbaltnis Hjr 2 gleich ca. 1/60, wahrend das Verbaltnis. 
MjM + m 2 hinreicbend gen an gleicb 1 genommen werden kann. Mit 
Benntznng der schon friiber angegebenen sonstigen Zahlenwerte er- 
giebt sicb 

N' 4 1 /1\* /365,25\ s 008 23,6® 1 Q 4 
N ~~ 5 3Q5 W \ 27,3 ) cos 5° ^ V ’ * 
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Die Gresehwiniigkeit N' 1st also auGserordentlich klein gegen die Gre- 
schwindigkeit N. TJmgekehrfc 1st die zu N' gehorige Praeessionsdauer 
aufserordentlich grofs gegen die Periode der Mondknotenbewegung in 
der Ekliptik ? welche 18% Jalire betragt. Jene Praeessionsdauer wiirde 
namlick sein: 

-4^ = 156000 Jahren. 

It 4 

Die Grofse dieser Zahl zeigt unxnittelbar, dafs unserer Betrachtung 
nur die Bedeutung einer AbscMtmng , nicht die einer mverlassigen 
Bereclmung zukommh Denn -einerseits andern sieh wakrend des ge- 
nannten Zeitraum.es die Elemente der Mondbahn in bedeutendem und 
nicht vorherzub es timm ende m Mafse, wahrend sie in unserer Rechnung 
als konstant angenommeu warden. Andrerseits und namentlich andert 
sieh in jenein Zeitraume die Lage des Erdringes im Raume wegen 
der Knotenbewegung der Erde voliig ; wahrend wir doch in unserer 
Rechnung die Stellung des Erdringes und das yon ihm ausgeubte Dreh- 
liioinent als unveranderiieh voraussetzen mufsten. Dies© Voraussetzung 
ist nur fiir einen Zeitraum zulassig, der klein ist gegen die Pracessions- 
dauer (26000 Jahre) der Erdknoten, dagegen vollig unhaltbar fur den 
hier gefundenen Zeitraum, der sieh sogar grofser als 26000 Jahre er~ 
geben hat. 

Trotzdem wird durch die vorstehende Rechnung soviel bewiesen^ 
als wir erganzungsweise zu beweisen wiinschten: dafs namlich die von 
dem Erdringe bewirkte Mondknotenbewegung zu vernachlassigen und 
dafs lediglieh die Sonnenanziehung als mafsgebender Paktor hiexbei m 
beriieksichtigen ist. 

§ 3. Die astronomische Nutation der Er&axe/ VeraUgememerang 
der Graufsischen Method© auf periodische Storungen. 

Indem wir uns zu der von Bradley 1747 entdeckten Nutation 
der JErdacce wendeii, betonen wir vorab, dafs diese ^astronomische^ 
Nutation mit der fruker als Nutation der Kreiselaxe hezeichneten Be- 
wegnng in Mnetischer Hinsicht nichts geraein hah Die Nutation der 
allgemeinen Kreiseltheorie (vgl. besonders Kap. V, § 2) riihrt daher, 
dafs der Anfangszustand der Bewegung im Allgemeinen nicht genau 
auf die regular© Pracession ahgepafst ist und dafs dementspreehend 
selbst beim Fehlen aller aufseren Kraffce die Figurenaxe im Raume im 
Allgemeinen einen Kegel beschreibt. Die astronomische Nutation da- 
gegen hat ihren Ursprung darin, dafs anf die sieh drehende Erde 
periodisch veranderliche Krafte einwirken, welche natiirlich eine in 
gleichem Zeitmafs erfolgende periodische Bewegung der Erdaxe be- 



§ 3. Die asfcronomische Nutation der Erdaxe. 


640 


dingen. Indem wir an eine in der gesamten Meehanik ebenso wichtige 
wie bekannie Unterscheidung ankniipfen, konnen wir kurz so sagen: 
Die frith ere Nutation war eine frete, die jetzige ist eine erzivungene 
Schwingung. 

Die Ahnlichkeit beider Bewegungen, welcbe die gleiche Wabl der 
Bezeichnung rechtfertigen moge, ist yielmehr nur Mnematischer Natur. 
In beiden Fallen handelt es sick um eine gegen die Periode der Pra- 
cession sehr kurze Schwingung. Die Periode der freien Nutation in 
der allgemeinen Kreiseltheorie betragt 2%A{N> die der Pracession 
2vtN/JP (s. z. B. pag. 305, 61. (13) imd (15)), das Yerhaltnis beider 
Perioden ist daher die oft genannte Grofse AP/N 2 , die wir in der 
Regel als kleine Zahl (z. B. < 1/100) voraussetzen dnrften. Andrer- 
seits ruhrt die astronomiscbe Nutation you der Bewegung der Mond- 
knoten her, hat daher wie diese die Periode yon 18 2 / 3 Jahren; die 
Periode der Pracession der Erdaxe wurde zn 26000 Jahren berechnet; 
das Yerhaltnis beider Perioden ist daher auch hier sehr klein, sogar 
< 1 / 1000 . 

Um die Theorie der astronomischen Nutation an unsere bis- 
herigen Betrachtungen anschliefsen zu konnen, mussen wir zunachst 
unsere von 6aufs iibernominene Methode abermals erweitem. In ihrer 
iirspninglichen Form dient diese Methode nur zur Berechnung der 
sdkularen Storungen . Wir werden aber sehen, dais sie bei geringer 
Modifikation auch die periodischen liefern wird. 

Formulieren wir zunachst das Problem der Erdrotation in all- 
gem eins ter Weise. Da haben wir auf der einen Seite die Erde, auf 
der anderen Seite Sonne und Mond, die ihre als bekannt anzusehenden 
relatiyen Bahnen um die Erde besehreiben und dementspreehend wech- 
selnde Anziehungen ausiiben. Die Gesamtheit der Anzielnnigswirkungen 
findet man am einfachsten aus dem Anziehungspotential durch Abieitung 
desselben nach den Koordinaten. Das Potential wird dabei, wie immer 
bei St or ungsaufgab en, aus den relatiYen Lagen der fraglichen Korper unter 
vorldufiger Absehung von den im Verlaufe der Rechnung selbsl zu findenden 
Storungen berechnet. Da die Storungen sick in der Regel im Yerhaltnis 
zur Hauptbewegung als klein ergeben, wird hierdurch nur ein kleiner 
Fehler entstehen. Wollte man dagegen die gestorte Bewegung selbst 
bei der Berechnung des Anziehungspotentials zu Grunde legen, so 
wtlrde man neben den sog. Storungen erster Ordnung, auf die wir im 
folgenden allein abzielen, zugleich aueh die ,, Storungen zweiter Grd- 
nung“ ermitteln. Auch wenn man die letzteren zu kennen wunschte, 
wurde sich immer ein schrittweises Vorgehen und eine vorlaufige Be- 
schrankung auf die Storungen erster Ordnung empfehlen. In unserein 
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Falle haben wir unter der ungestorten Bewegung der Erde ihre gleieh- 
mafsige Rotation um die gegen die Ekliptik geneigte Figurenaxe zu 
verstehen. 

Dieses Potential V der Sonnen- und Mondanziehung anf die Erde 
wird man nun naturgexnafs in nicht-periodische und periodische Be- 
st andteile spalten. Die periodischen Bestandteile der Sonnenanziehung 
V 1 werden zur Periode das Jahr ; die der Mondanziehung V 2 teils den 
Monat, teils den Umlauf der Knoten etc. haben. Die harmonische 
Analyse liefert ein allgemeines methodisches Mittel, rnn diese Bestand- 
teile von einander zu sondem. Bekanntlich findet man die Koeffi- 
zienten der trigonometrischen Reilie in der Form bestimmter Inte- 
grate. So ist der unperiodisclte Teil von V t gleich jrf VS)dt, 
erstreckt fiber die Zeit eines vollen Sonnenumlanfs. Diese Formel 
lafst sich aber deuten als Potential der in geeigneter Weise mit Masse 
belegten relativen Sonnenbahn. Es sei dm das Massenelement, welches 
wir auf dem mit der Gfeschwindigkeit ~ dnrcManfenen Bahnelemente 
ds anbringen. Da das Potential V t (t) der ganzen Sonnenmasse m ± 
entspricht, wird das Potential des genannten Massenelementes gleich 
V 1 (t)] sein und das gesamte Potential der mit Masse versehenen 

Sonnenbahn — I V x (f) dm. Damit tTberemstimmung herrscht zwischen 
diesem Potential und dem genannten Koeffizienten der trigonometri- 
schen Entwickelnng ; mufs die Massenverteilung so eingerichtet warden, 
dafs anf jedes Element der Balm das Massenelement 


dm 


(1) dm = 

kommh Die gesamte anf der Balm aufgetragene Masse ist hiemach 
genan die gesamte Sonnenmasse m l * Wir haben damit genan den 
ursprunglichen Gaufsisehen Ansatz. Wird fiber dies die Balm als 
kreisformig, die Gesehwindigkeit also als gleichformig vorausgesetzt, 
so ist die Massenverteilung eine gleichformige. Dies war miser Stand- 
punkt bei der obigen Behandlung der Praeession, welche in der That 
von dem konstanten oder dnrchschnittlichen Teile der Sonnen- und 
Mondanziehung hemikrt. 

Betrachten wir nun die periodischen Teile . Indem wir wieder auf 
die Sonne argumentieren, sei Tjn die betr. Periode, unter n eine 
gauze Zahl verstanden. Die Koeffizienten der beiden Terme von dieser 
Periode in der trigonometrischen Entwickelnng sind: 
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Wir fassen sie wieder auf als Anziebung der mit Masse belegten 
Sonnenbabn, wobei aber jetzt auf das Baknelemeni ds die Masse 

sin komrnt, uuter i und dt die Zeit resp. das Zeit-* 

iutervall versianden , zu der resp. in clem das Element ds you der 
Sopne durchlaufen wird. Die gesamte zur Yerteilung kommende Masse 
ist jetzt Null, da wir neben positiver aueb gleicb viel ^negative" Masse 
verwenden mtissen. Die Dickie ist, selbst bei kreisformiger Gestalt 
der Bairn , nicbt gleichfdrmig sondem karmoniseh Yariabel. Die naeb- 
stebenden scbematischen Figuren ntogen diese Verbaltnisse im Falle 
n = 0 und n = 2 Yeranschaulicben. 

CTO ~c . t y 

n~o n-Z 

Fig. 97. 

Die betr. auf den Erdkorper wirkenden periodiscben Drebkrafte er- 
geben sick aus den bereckneten trigonometriscken Koeffizienten durck 
Ableitung nack den raumlichen Koordinaten und Multiplikation mit 

£ —p^- * Sie werden Storungen der Erdaxe you derselben Periode 

TJn kervorrufen. Auf die Berecknung derselben geken wir bier nickt 
ein; si© kann nack dem Muster der weiter unten fur die astronomiscke 
Nutation zu gekenden Entwickelungen erfolgen. Praktisck kommt yob 
solcken Storungen nur diejenige in Betracbt, welcke die Periode T t j2 
hat, sowie die entspreckende von der Mondanziekung kerriikrende 
Stoning von der Periode 'TJ2. Auek bei diesen Gliedem iibersteigt die 
Amplitude der Sckwankung nur an einer Stelle den Betrag 1" (s. die 
Formeln am Scklusse des nacksten Paragrapken). Die Amplitude!! der 
fibrigen Glieder von den Perioden T u TJ&, •**, T 2J T 2 /3, * • • sind so 
klein, dais sie selbst fur die Bedurfnisse der astronomiscken Genauig- 
keit versckwinden. 

Anders diejenigen Storungen, welcke die Periode des Umlaufs der 
Mondknoten besitzen. 

Seken wir zunachst zu, wie sick bei iknen unsere Metkode 
gestaltet. 

So wie wir oben durck gleichzeitige Inb etracktnakme samtlicker 
von Sonne und Mond durchlaufenen Orter ibrer Babnen den Sonnen- 
und Mondring erzeugten, so werden wir jetzt, ausgehend von dem 
gegen die Ekliptik geneigten Mondring, indem wir uns die samtlicben 
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Orter yorstellen, die er bei seiner Pracessionsbewegung einnimmt, eine 
7J Mondrmgflacbe“ erbalten. Diese dureh Rotation des Mondringes um 
die Norm ale der Ekliptik entsteliende Mondriugfiacbe ist ersichtlidh. 
eine doppelt uberdeckte*) Kugelzone vom Radius r 2 und der Kobe 
2r 3 sin5°. Die beiden folgenden Figuren deufcen die Massenyerteilung 
iu den Fallen n = 0 und n = 1 an 7 mit der wir mi^ere Mondriug- 
fiaclie auszustatten haben. Es rnoge dabei ausdrucklicb bervorgeboben 
werden, daJfs die Absieht bei der Einfubrung xmserer Mondringflaehe 
und der Verzeichnung der folgenden Figuren keine andere ist wie die- 
jexiige ? die das Gaufsische Verfabren tiberhaupt yerfolgt: den Sinn der 
Recbnungen an einem geometriscben Substrat zu yeranscbauliehen: die 
Reehnungen selbst werden dadurcb im Grunde nicbt vereinfacbt, sou der n 
sind genau identisch mit denjenigen, die wir aucb bei rein analytiscbem 
Yorgeben auszufuhren baben wiirden. 



Pig. 98 a. 


Mg. 98 b. 


a) Im FaUe n~ 0 (sakulare Stoning) ist die Massenyerteilung 
so zu wahlen 7 dafs auf jedes Element der Mondringflacbe eine Masse 
dp kommt, die nacb Analogic mit GL (1) gleicb ist dem Produkt aus 
der Masse des dies Element iiberstrdebenden Elementes der Mondring- 
flacbe in das Yerhaltnis dtjT , d. b. in das Yerbaltnis der Dauer des 
tiberstreiehens zu der gansen Periode der Moudknoten. Wir welien 


*) Wir denken uas die Xugelzoue (hppeli iiher&edkt, d. h. aus zwei Sikalen 
bestehend^ die langs ihres oberen und tmieren Randes zusammenkangen , wcil jede 
Stelle der Kugelzone yon dem rotierenden Mon&ringa zweimal uberstrieben wird. 
einni&I von dem in Fig. 99 gezeicbneten vorderen, das andere Mai von dem in 
dieser Figur nicbt angedeuteten Mnteren Ealbbogen. Am einfacbsten wird die 
Vorstellumg, wenn wir, der Kugelzone eine gewisse Ktirperlichkeit zusebreibenct, 
die aufsere Oberflacbe derselben als die sine, die Innere Oberflacbe alg die andere 
Scbale auffassen und fesisetzen , dafg der Mondring in jeder seiner Lagen am 
oberen bez. unteren Rande der Kugelzone yon der einen auf die andere Scbale 
ubertritfe. Damit stebt die Wahl tmserer Koordinaten a, § im Einklange: wenn 
wir im Folgenden a und § von 0 bis 2?r integrieren, so ubersitreicben wir damit 
jede Stelle der Kugelzone doppelt, also jede der beiden Schalen einmal; der 
einen Scbale entsprechen dabei die Werte der Koordinaten — «/2, 

1 , der anderen Scbale die Werte -j-7i;/2 G <^ff 
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in der Ebene des Mondringes einen Winkel a messen, indem wir efcwa 
die Knotenlinie des Mondes OM (ygL Fig. 99) als a =* 0 rechnen; 
jeder Punkfc P des Mondringes ist dann durch den Centri winkel 
a = MOP charakterisiert. Andrerseits woilen wir den Winkel, den 
die Mondknotenliide OM gegen einen wiUkurlielien festen Anfangs- 
strahl OA in der EHiptik bildet, mit p bezeichnen; sei der Winkel, 
den die Knotenlinie der Erde mit demselben Strahl OA bildet. Die 
Winkel a ? p stellen dann schiefwinkiige spharische Koordinaten auf 



unserer Kugelzone dar, durch welche die Lage ernes jeden Punktes 
der Kugelflache fixiert werden kann und durch welche die Kugel- 
zone in parallelogrammatische Elemente eingeteilt wird. Die auf ein 
solches Element entfallende Masse dp ist nun gleichzusetzen der Masse 
des Mondringelementes, welches zu dem Winkel dec gehori, namlich 
m 2 daj2it f multipliziert in das oben genarmte Verhalinis dt/T, welches 
bei gleichformigem Umlauf der Mondknoien gleich ist rf/5/2arj man 
hat also 

(S) dp-fed*dp. 

Die gesamte zur Yerteilung kommende Masse, die sich aus dp durch 
Integration naeh a und p je zwisehen 0 und 2% ergiebt, ist natiirlich 
gleich der Masse des Mondringes m 2 . 

Die Dichte der Yerteilung, d. h. die Masse pro Flacheneinheit der 
Mondringflache (zusam men iur beide Schalen gerechnet) ist, wie man 
aus der geneigten Lage des Mondringes leicht yersiekt, nicht gleich- 
formig angeordnei, sondern hanft sich an den Randern der Mondring- 
flache (fur « — ± tc/2) uaendlieh am Langs der Rreitenkreise ist da- 
gegen die Dichte konstant. In Fig. 98 a wurde yersueht, diese Yer- 
haltnisse durch die Starke der Sehraffierung anzudeuten, 

b) Im Fade n = 1 (periodische Stoning) ist die auf der Mondrmg- 
fLache zu supponierende Massenyerteilung aneh lings der Breitenkreise 


Klein-Sommerf eld, KreiselbeiregTnsg, HI, And. 
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niclit gleicbformig, sondern harmoniscb variabeL Es tritt namlich 
(ygl. die Formeln (2) fur die Xoeffizienten der trigonometriscben Reihe) 
zu der Yorher bestimmten Masse der Paktor 2 cos fi bez. 2 sin/3 binzu. 
Mithiu wixd jetzt 

(4) **»-■ 

Die gesamte zur Yerteikmg kommende Masse, die wieder durcb Inte- 
gration yob dyu nach a und /S zwischen 0 und 2% gewoxmen wird, 
ist jetzt gleicb. Null. 

Audi jetzt bauft sich die Dicbte, die wir als algebraische Summe 
der auf die Flaebeneinbeit beider Scbalen entfalienden Masse berecbnen, 
nacb den Randern bin an und ist in benacbbarten Oktanten der Kugel- 
zone entgegengesetzt gleicb. In Fig. 98 b wurden diese Yerhaltnisse 
teils durcb die Starke der Scbraffierung, toils durcb Beifugung der 
Yorzeicben angedeutet. 

Nacbdem somit die Figuren 98 erlautert sind, bilden wir uns 
aus den gefundenen Massenbelegungen die zugeborigen Potentiale; 
und zwar soil das der Belegung (3) entsprecbende Potential U } die 
den Belegungen (4) entsprecbenden Potentiale w t und w 2 beifsen (w 1 zu 
co&§, w 2 zu sin @ geborig). Diese Potentiale sind nicbts anderes als 
die ersten Koeffizienten in der nacb der Mondknotenperiode fortscbrei- 
tenden Entwickelung des Yom Monde auf die Erde ausgeiibten An- 
ziebungspotentiales V 2 (t) ; letzteres driickt sicb namlich durcb U > w t ,w 2 
sowie die Mondknotengescbwindigkeit N folgendermafsen aus: 

VS) sas ' U + w t cos N t + sin N t + • * * , 
wofiir wir aucb abkiirzend scbreiben: 

V 2 (t) = + W -\ , W = w t cos Ntf + w 2 sin N t. 

Das konstante Glied II gebort also zu dem Werte n ===== 0 des Stellen- 
zeigers der Entwickelung, das zeitlicb veranderlicbe Glied W fafst die 
beiden zu dem Werte n = 1 des Stellenzeigers geborigen Terme der 
Entwickelung zusammen. 

Aus dem Werte Yon U konnen wir nicbts wesentlich Neues er- 
fabren, Yielmehr mussen wir auf den schon im ersten Paragrapben 
berecbneten Anteil des Mondes an der Pracessionsbewegung der Erde 
zuriickfallen. Wir fdbren diese Recbnung nur desbalb nocbmals durcb, 
um uns zu uberzeugen, dais die friiber Yernacblassigte Neigung der 
Mondbabn gegen die Ekiipiik die Pracessionserscbeinung nur unwesent- 
licb beeinflufst. Aus dem Werte you TV dagegen wird sicb die Er- 
klarung und Yorausberecbnung der astronomiscben Nutation ergeben. 
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a) Der Fall n = 0. Das Potential eines Elementes dp der Mond- 
rmgflache auf ein Element dm des Erdringes ist, unter f die Gravi- 
tationskonstante verstanden, fdpdm/r ; daher wird das Potential der 
ganzen Mondringflacke auf den Erdring: 

dfx din 
r 

Sind y, z bez. y 2 , z t die Koordinaten eines Punktes des Erd- 
ringes bez. des Mondringes, so setzen wir wie friiher 

x = II cos cp y y = JR sin <p cos z ===== R sirup sin Ih 
Fallt ferner die Mondknotenlinie gerade mit der Erdknote nlini e zu- 
sammen, so konnen wir ; bezogen auf das gleicke Koordinatensystem, 
sekreiben: 

x 2 = r 2 cos a, y 2 = r 2 sin a cos 5°, # 2 = r 2 sin & sin 5°. 

Diese Koordinaten entsprecben der besonderen Lage = ip des Mond- 
ringes (vgl. Fig. 99 j. Bei beliebigem /3 bleibt der Wert yon der 
angegebene, die Koordinaten y 2 aber entstehen aus den yorstebenden 
nack der Kegel der Koordinaten transformation , wobei als Drekwinkel 
der Winkel $ — ip eingekfc. Es wird namliek allgem eingultig : 

x 2 = r 2 (cos a cos — ip) — sin cos 5° sin Q5 — #)) , 

y 2 = r 2 (cos u: sin — ip) + sin a cos 5° cos(/J — ip)) 7 

z 2 ===== r 2 sin a sin 5°. 

Wir berecknen uns kiernack 

e = (x—x s y + (y—y^y + o> —z 2 y = -R 2 + — 2 j?r 2 s, 

worm 3 bedeutet: 

_ xx i +yy 2 + zz t __ 

5 ” #r 2 ~~ 

cos 9 (cos ct cos (/? — — sin a cos 5° sin (8 — ^)) 

+ sin 9 cos # (cos a sin {§ — ip) + sin « cos 5° cos (fi — ip)) 

+ sin g? sin ^ sin a sin 5°. 

Durck Entwickelung nack Potenzen yon r 2 folgt 




CO 


r 



3 E s 2 



Wir integrieren diesen Ausdmck nack dp und dm y indem wir dp 
aus (3) entnekmen und dm gleick ^~dcp einsetzen. Zunaekst wird 

j* sdq> — O 5 femer liefem yon den Gliedem auf der rechten Seite von 
(7) das erste und dritte Beitrage zu unserem Potential, die von den 

42* 
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die Lage des Erdringes bestimmenden Winkeln O nnd # frei sind. 
Da wir spater das Potential nach diesen Winkeln zu differenzieren 
haben werden, fallen aucli diese Glieder heraus. Wir sebreiben daher 
die ersten drei Glieder ebenso wie die hoheren Glieder der Entwickelung 
nicbt bin und setzen: 

Man rechnet nun leicbt aus, dafs 

J da J*d(ps* = sr 8 { (1 + cos 2 0) (1 -f cos 2 5°) + 2 sin 2 O sin 2 5°}. 

Mithin wird, wenn wir nocb for die Masse des Erdringes ibren Wert 
aus GL (1) von § 1 emfiihren: 

U = ~f — - "p— {(1 + cos 2 ff) (1 + cos 2 5°) + 2 sirrO sin 2 5°} . 

8 T 9 

Das zugehdrige Drehmoment auf den Erdring wird nun durcb Diffe- 
rentiation nacb O gefanden und lautet: 

~ f 1 + cos 2 5° — 2 sin 2 5° } sin O’ cos O 

— — \f — { 1 — y sin 2 5° | sin O cos O. 

Dieser Wert lafst sicb unmittelbar mit dem im ersten Paragrapben 
Gl. (2") fur dasselbe Drebmoment abgeleiteten Werte vergleichen. Er 
unterscbeidet sicb von jenem, wie man sieht, nur durcb Hinzutreten 
des Faktorg 

1 - sill 2 5° - 1 - 0,012. 

Fxir die ntuneriscbe Rechnung spielt dieser Unterschied aber keine Rolle, 
sofem wir wie im ersten Paragrapben nur die ganzen Sekunden der 
jabrlicben Precession anzugeben wunschen. Desbalb wurde die weitere 
Bebandlung genau so wie dort m erfolgen haben und wir konnen alle 
frdberen Resultate aacb mit Riicksicht auf die Meigung der Mondbahn 
als binreichend genau bestatigen. 

b) Der Fall n ~ 1. Aucb bier geben wir von der Form el (5) aus, 
wobei wir aber jetzt unter dp die durcb (4) definierten Massenver- 
teilungen versteben und die ihnen entsprecbenden Potentiate, wie verab- 
redet, w 1 und tv 2 nennen dm ist wie oben gleicb dcp, fur ~ ist die 
Entwickelung (7) einzutragen. Indem wir wieder diejenigen Glieder 
unterdriicken, die bei der Integration nacb <p oder bei der spateren 
Differentiation nach O und ^ verschwinden, sebreiben wir: 
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Fiihren wir zunachst die Integration nach a und <jp aus, so erhalten 
wir aus (6): 

J*da J*d<p$* = 3 r 2 { cos 2 (j3 — tp) + cos 2 5° sin 2 (Ji — iti) + cos 2 & sin 2 (|3 — ip) 

+ (cos ft cos 5° cos (ji — ip) + sin# sin 5°) 2 } 5 


mnltiplizieren wir dieses mit cos /3 oder sin /J und integrieren nach ft 
so fallen alle diejenigen Terme fort, welche nach Auflosung Ton 
sin (P ~~ von u&gcrader Dimension in ^ @ sind, Als einziger nicht- 
Yersehwindender Term bleibt ubrig 


2?r 2 sin & cos & sin 5° cos 5° / sbi ^ COS(jJ— i>) dp 


— 2tc 3 sin cos O' sin 5° cos 5° ®?? tp. 

am ‘ 

Mitliin wild: 

TO, } = T sirl ' 0 ' cos & sin 50 cos 5<> rin 

Damit ist das Potential der Mondringflache fur die beiden durch 
Fig. 98 b schematisch dargestellten Massenbelegungen oder, wie wir auch 
sagen konaen, diejenigen beiden Koeffizienten der faigonometrischen 
Entwickelung gefunden, welche zu Gliedern von der yollen Periode des 
Mondknoten-TJmlaufs gehoren. Die Summe dieser Glieder, welche nach 
Verabredung W heifsen sollte, wird mm 

(8) F=~ f — sinO cos O sin 5° cos 5° cos (Hi— ip). 


Wir formen diesen Ausdruck ein wenig nm ; indem wir einerseits die 
Definition von m (Gl. (1) von § 1), andrerseits das dritte Keplersche 
Gesetz (GL (7') yon § 1) berucksichtigen und erhalten: 

(9) W+'m (l^) (0 — -4) sin O cos % sin 5° cos 5° cos (N t — ip ) . 


Aus dem Potential W leiten wir nunmehr die Drehmomente aft die 
auf den Erdring wirken. Da TF sowobl von 0 wie von tp abhangt, 
erlialten wir ein Drehmoment, welches um die Snotenlinie der Erde 
wirkft durch Differentiation nach O’, ein anderes, welches um die 
Normale der Ekliptik wirkft dureh Differentiation nach ip. Es ergiebt 
sick namlich 


( 10 ) 


W “ T M + ^ cofl2d sin 50 cos(N 

t si * 2 » sin50 008 50 


Wir sehen uns nun vor das folgende Kreiselproblem gestellt: Die 
Erde steht writer dem Einfiufs der eben gemnnten Drehmomente; welches 
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ist Hire JBewegung? Natiirlich haben wir bei der weiteren Behandlung 
dieses Problems nicbt- mebr, wie bei der Berecbnuug des Anziebungs- 
potentiales, yon dem Erdring allein, sondern yon dem gesamten Erd- 
korper zu bandeln. 

Das hiermit definierte Kreiselproblem unterscbeidet sick yon alien 
friiberen Fragen in zweifacber Hinsicbt: einerseits ist zu dem Dreh- 
moment uni die Knotenlinie, welches aucb im Fade des gewohnlichcn 
scbweren Ereisels vorlag, ein solcbes nm die ^Yertikale" (bier die 
Normale znr Ekliptik) hinzugetreten. Andrerseits sind beide Drefc- 
momente nicbt nur mit der Lage des Kreisels sondern atich mit der 
Zeit veranderlich. Das Zeitmafs dieser Y er anderliehkeit bestimmt 
offenbar aueh das Zeitmafs, in welchem die Erde jenen Drebmomenten 
folgk Wakrend also bei der in der allgemeinen Ereiseltbeorie unter- 
suckten freim Nutation die Schwingungsperiode durcb Massenverteilnng 
und Bewegungszustand des Ereisels selbst bedingt war, ist die Periode 
der jetzt zu besprechenden erzwungenen Nutation durcb den Wechsel 
der aufseren Krafte vorgescbrieben und stimmt in unserem Falle mit 
der Periode der Mondknotenbewegung iiberein. 

Im Allgemeinen kann man sagen, dafs das Problem der erzwungenen 
Scbwingungen, wenn man von besonderen Yorkommnissen (Reso- 
nanz etc.) absieht, ein einfacheres ist wie das der freien Scbwingungen, 
eben desbalb weil die Periode der Scbwingungen nicbt erst ans der 
Natur des sebwingenden Systems ersehlossen zn werden braucht, 
sondern von vomberein bekannt ist. Wenn das Problem in unserem 
Falle etwas kompliziert aussiebt, so liegt dies nur an dem zusammen- 
gesetzten Oharakier der wirkenden Erafte. TTbrigens ist der Weg, den 
wir einscblagen werden, vorbildlicb fur die Bebandlung jeder Art er- 
zwungener Sehwingungen, falls dieselben binreicbend klein ausfallen. 
Den erzwungenen Scbwingungen konnen sicb allemal nocb freie 
Scbwingungen nberlagem, woyon wir indessen im vorliegenden Falle 
abseben diirfen, da wir auf die Moglicbkeit solcber freier Scbwingungen 
im nacbsten Abscbnitt ausfiibrbcb sn sprecben kommen. 

Matbematiscb gesprocben bedeutet das Zuriickstellen der freien 
Scbwingungen, dafs wir uns mit einem partikularen Integral des vor- 
gelegten Bew egungsproblems begun gen wollen, namlich mit demjenigen 
Integral^ welcbes rein periodiscb im Zeitmafs des Kraftwecbsels ver- 
anderlich ist und eben desbalb die erzwungene Scbwingung beifst. 
Das aMgememe Integral entstebt bieraus durcb Hinz ufiignng der all- 
gemeinsten freien Scbwingung, d. h. derjenigen allgemeinen Losung, 
welcbe dem kraffeefreien Falle entspricbt, und zwar in Strenge, wenn 
das Problem durcb lineare Differentialgleiebungen festgelegt ist, mit 
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einem gewissen Grade der Annatiening^ wenn, wie im Yorliegenden 
Falle, die D ifferentialgleickungen des Problems unter V ernaeklassigung 
kleiner Grofsen auf lineare Gleiebungen zuriickgefiikrt werden konnen. 

Bei der Bereckaung der erzwimgeneii Sckwingungen des Erdkorpers 
werden wir uns der LagmngescJien Gleickungen in den Koordinatm 
ip, tp bedienen. Auf der reckten Seite dieser Gleichungen steken 
die Komponenten der aufseren Kraft nack jeneu Koordinaten, d. k in 
unserem Falle: 

dw dw dw n 

a# * dy > d<p ~ u * 

Der Ausdruck der lebendigen Kraft heifst bekanntlick 
T = — (*K 2 + sin 2 dip' 2 ) + y (tp f + cos 

und liefert: 

= A sin# coB&i> /2 — C(<p' + cos#^f/) sin#$' ? = 0 ? 

= [0] » A& > ~~7 — » [V] = A + 0 cos # (<p + cos 

|| = [0] = C((p'+co S ^O- 

Die Lagrangeschen Gleichungen lauten nun: 

A&"~ A sin 9' cos & x/j'* C (< p' + cos 9-^') sin9'^'= 

j % ixr 

(A sin 2 #^' + C cos #( 9 /+ cos#^')) = 

wakrend die dritte Gleichung liefert: [<t>] = const. Da [d>] = Cr ist, 
wo r die Umdrekungsgesekwindigkeit der Erde um ihre Figurenaxe 
und 2%jr die Dauer des Stemtages ist, so wird auck r konstant und 
mithin die Lange des Stemtages durck die in Rede stebenden Mond- 
storungen nickt beeinfiufst. 

Wir fukren die Wink elgesck win digkeit r = <p' + cos # ty' in die 
vorstekenden Gleickungen ein und sckreiben dieselben einfacker: 

dW 

A&' — A sin # cos # ^/ 2 + C sin # rtf?' = , 

~ (A sin 2 9-tf/ + C cos&r) = 

Jetzt berucksicktigen wir ; dais die Winkelanderungen und er- 
fakrungsgemafs aufserordentlick viel iangsamer erfolgen und eine aufser- 
ordentlick yiel kleinere Amplitude haben ; wie die Umdrekung r, dais 
daher r sekr grofs sein wird gegen <p' und Dementspreekend werden 
wir alle Glieder linkerkandj welcke nickt r als Faktor besitzen^ streicken 
und die vorigen Gleickungen folgendermafsen yereinfacken: 
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„ . - dW 

C em^rip 


C sin#r #' 


dW 

dty 


Setzen wir reebterband die Werte axis (10) ein ; so ergiebt sick: 






3 /2 ?r\ 2 C — A 

2 M-\-7n* \2\) Or 

$ m ± /2 5t\ 2 0 — J. 

T Jf+m, VZy Or 


sin 5° cos 5° cos(Ntf~~^) ; 
sin 5° cos 5° cos ^ sin (Nr — . 


Bier konnen wir abermals eine Vereinfachung eintreten lassen, indem 
wir anf der recbten Seite die in erster Naherung gefundenen Werte 
for ip nnd & (s, GL (11) ans § 1) ; namlicb # — % + 50" £ = 

# = 23° 27' 7" » *0 0 eintragen. Die Integration nacli £ lafst sich dann 
leicit ausfiibren nnd liefert: 


(ii) 


ft: 


m 9 


2 


© 


2 C — A sin 6° cos 5° 


Or 


N- 


Cog'S-,, eos(N#— vt- 




m. 


2tc\ 2 0 — A sin 5° cos 5° cos 20 1 , 


2 


© 


Or 


N ■ 


sin O’, 


- sin(N t — vt — %) . 


iw diesen Gleiehungen ist die theoretisehe Darstdlung der astronomischen 
Nutation gewonnm. Wie wir seben ist sowobl der Winkel O’ wie der 
Winkel f einer barmoniscben Scbwankung nnterworfen^ deren Periode 
mit der der Mondknoten 2^/N zusammenlallt. (Wir konnen namlicb 
die Wmkelgescbwindigkeit v der Erdknoten gegen die der Mondknoten 
N obne Weiteres vernacblassigen.) Um die numeriscben Werte der 
Amplitudes zu finden, welche bez. a und i beifsen mdgen, berecbnen 
wir znnacbst: 

— 2 ctg23- 0 — 1,9 

Femer wird, wegen der friiher angegebenen Werte, wenn wir das Jahr 
als Zeiteinheit nebmen: 


M_ „n C— A _ 1 

m s °*> ~ G ~ 305 » 


r - 27 y» 

s 365 %> 


2%‘ 366*4, 


also die Amplitude von •8', in Sekunden ausgedriickt: 


N = 


2 * 
18% > 


_1 (366%) s 18% 0,087 • 0,917 360 -60-60 ft „ 

2 83 866% ' (27%)* ‘ 805 ' 2* — 9 ’ 

Hieraus folgt 

fc = 1,9 • a - 17". 

Am Himruelsgewolbe bescbreibt die Erdaxe biemach eine kleine Ellipse, 
die naeb ihrem Entdecker die Bradleysche Ellipse beifst. Die grofse 
Axe derselben betragt a = 9,21"; sie ist nacb dem Pole der Ekiiptik 
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bingerichtet. Die kleine Axe wird, wie eine elementargeometrische 
tjberlegung zeigt, b sin# 0 = 6,86". 

Wir wollen schliefslich die am Scblusse des ersten Paragrapben 
gegebene Darstellung der Erd&xenbewegnng (GL (11) von pag. 643) 
dureh Hinzufiigung von Nutationsgliedem vervollstandigen. Sie lautefc 
alsdann: 

+ 50" t + 17" sin (N 

1 j \& « 23° 27' + 9" cos (N2 - %). 

§ 4. ScMufsbemerknngen znm Problem der Pracession und Nutation. 

Die Beatimxrumg der Mondmasse nnd der Elliptizitat der Erde. 

Mit den kisberigen Korrektionen ist aber die Sache nock lange 
niclit abgethan. Zunacbst kann man den Einfiufs der Mondtnoien- 
bewegung weiier verfolgen und Glieder von der Periode — , — etc. 
bereebnen. Die ersteren werden in der Praxis wirklieb beriicksicbtigi 
obgleicb ibre Ampliiuden nur den zebnten bez. fiinften Teil einer Sekunde 
betragen. Sodann aber ware die Excentrizitat der Sonnen- nnd nament- 
licb die ier Mondbahn nnd deren Apsidenbewegung zu beriicksichtigen, 
dnreb welcbe niebt nnr die periodiseben Glieder, sondern aucb der saku- 
lare Pracessionsterm beeinflnTst wird. Die bierans resnltierende Korrek- 
iion der Pracessionsgescbwindigkeit betragt abermals weniger als 1" 

Ferner wollen wir hier nocbmals anf die oben besproehenen aber 
niebi dnrcbgerechneien Einfliisse binweisen, welcbe won der wecbselnden 
Siellung von Sonne and Mond in ihrer Balm berrubren und welcbe 
zur Periode einen aliquoten Teil des Sonnen- oder Mondmnlaufs baben. 

Endlieh ist zu bedenken, dafs alle Elemente, welcbe in unsere 
Recbmmgen eingehen, sakularen Anderungen nnterworfen sind, so die 
Exzentrizitat der Erdbahn, die Lage der Ekliptik am Fixstem- 
binimel etc., Anderungen, welcbe man fiblieher Weise in eine nact 
Potenzen von t fortsebreitende Reibe entwickelt. Hieraus folgt ins- 
besondere, dais aneb die Pracessionsgescbwindigkeit niebt einfacb der 
Zeit proportional ist, sondern Ihrerseits dnreb eine Potenzreihe in t 
dargestellt wird. Allerdings ist sebon der Xoeffizient von f in dieser 
Reibe aufserst klein, ca. 10~ 4 *.l"; trotzdem geniigt sein V orbandensein, 
urn Resultate, welcbe sick auf eine langere Reike von Jabren bezieken 
nnd nnr ans dem ersten Gliede (vt) gezogen sind, wie z. B. die am 
Anfang dieses Abscknitt.es gegebene Berecbnung der Periode von 
26000 Jabren, einigermafsen illnsoriscb ersebeinen zu lassen. 

Bei Beriieksicbtigung dieser versebiedenen Einfliisse werden die 
Formeln far die Bewegung der Erdaxe wesentlieb komplizierter. Die 
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Pracession wird nieht mekr eine gleichformige, sondem wegen der 
zuletzt genannten Verbaltnisse eine etwas beschleunigte oder yerzogerte 
sein. Aufserdem wird sicb der bisber besproebenen bauptsacblichen 
Nutation eine Reibe sekundarer Nutationen, z. B. eine Nutation yon 
der halben Periode der Mondknoten, yon der balben Periode des 
Sonnen- und Mondumganges etc. uberlagem. Um ein Bild yon den 
so entstebenden Formeln zu geben, setzen wir als Gregenstiick zu den 
Naberungsforxneln vom Scblusse des yorigen Paragraph en die folgende 
vollstandigere Bescbreibung der Erdaxenbewegung ber. Dieselbe ist, 
mit Abanderung der Bezeicbnungen dem Werke yon Tisserand*) 
entnommen: der Ursprung und die Bedeutimg der einzelnen Terme 
wird nacb dem Yorbergebenden klar sein: 

- 50", 37140 1 - 0" 00010881 f 

- 17", 251 sin N i + 0",207 sin 2 N t 

- 1" 269 sin ~ - 0" 204 sin - 4 *-, 

J-l 

# = 23° 2T 32", 0 + 0" 00000719 f 
+ 9", 223 cos N t - 0",090 cos 2 N t 
+ 0" 551 cos ~ + 0" 089 cos ™ • 

1 1 J-t 

Aucb diese rollstandigere Formel beanspracht nicht, exakt zu sein, 
nnd darf ebensowenig wie unsere friibere Darstellung auf beliebig 
lange Zeitraume ausgedebnt werden. Ibr Zweck ist vielmebr nur der, 
unter den beutzutage gultigen Werten der astronomisehen Konstanten 
die Yorausbestimmung der Lage der Erdaxe fur einen den Bediirf- 
nissen des rechnenden Astronomen genvigenden Zeitraum zu ermoglicben. 
Andere Autoren**) geben nocb langere Formeln an. 

Zum Scblusse dieses Absebnittes baben wir nocb einen gewissen 
Zirkelscblufs zn besprecben, den wir uns im Vorangebenden bei den 
numeriscben Recbnungen zu Scbulden kommen lassen mufsten und 
auf den bereits pag. 642 bingewiesen wurde. Es bandelt sicb um das 
VerMUnis Erdmasse m Mondmasse M/m s und um die sog. fflliptmtat 
der JErde (vgl. wegen der Benennung § 8 des vorigen Kap.), d. b. das 
Verhaltnis (G— A)jA. Wahrend wir im Vorstehenden gewisse Zablen- 
werte fur diese Grofsen zu Grunde legten, um daraus die Grofse der 

*) 1. c. tome 2, § 192, Gl. (m) und (n). tlbrigens haben wir zwei der 
Tisserandscben Glieder unterdruckt, welche im Vorstehenden keine Erkl&rung 
gefonden haben. 

**) Z. B. Th. Oppolzer, Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, 
Leipzig 1870 und 1882, Bd, I, erster Teil. 
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Pracessionsgescbwindigkeit and die Amplituden der Nutation zu be- 
recbnen, liegt in Wirklicbkeit die Sache so, dais die zuverlassigsten 
ZaUenwerte jener beiden Yerbaltnisse eben ans der Beobacbtung von 
Pracession und Nutation gefolgert werden. Damit entfallt dann logiscber 
Weise die Mogliebkeit, die Pracession und Nutation vorauszuberecbnen. 
AuBerdem liegt aucb nocb die pbysikalische Yoraussetzung zu Grande, 
dafs man die Erde fur die bier berecbneten Wirkungen als starr an- 
seben darf, worauf wir im folgenden Abscknitt zuriickkommen. 

Wir saben oben, dafs sowobl in den tbeoretiscben Ausdruck der 
Pracessionsgescbwindigkeit v (61. (60 von pag. 641) wie in den Aus- 
druck der Nutationsamplituden a und b (GL (11) von pag. 660) die 
beiden Grofsen (0 — A)jC und M/m 2 eingeben. Entnebmen wir also 
den Beobacbtungen zwei mogliebst genaue Werte, beispielsweise von 
v und a, so baben wir zwei Gleicbungen zur Bestimmung der beiden 
Unbekannten {C— A) jC und Mjm%. Man findet auf solcbe Weise 
als die beutzutage vertrauenswiirdigsten Werte dieser beiden Un- 
bekannten*) 

jT T* A HA 

81,53. 


<7— A 


G 


1 M 
304,9 > m 3 


Dem entsprecben die oben benutzten abgekurzten ZaUenwerte 1/305 
und 82. Eiir die sog. Elliptizitat ergibt sicb mit derselben Naberung 
(C — A)/ A — 1/304. 

TThrigens stimmen die auf anderen Wegen bierfur erbaltenen Zahlen 
(z. B. aus der Gradmessung der Erde, aus den Storungen der Mond- 
balm durcb die Erde und der Erdbabn durcb den Mond) mit den an- 
gegebenen Zablen soweit uberein, als man es bei der grdJkeren Un- 
sicberbeit dieser letzteren Bestimmungsweisen erwarten kann. 


B. Geophysikaliscbe Anwendnngen* 

§ 5. Die Eulersche Periode der Polsenwankungen , theoretisc&e 

BeJaandlung. 

Es ist uns von friiber ber woblbekannt, dais unter dem Einfluls 
der Scbwere die reine Prdcessimisbetvegung des Kreisels einen Aus- 
nabmefall darstellt, dafs diese Bewegung im Allgemeinen von perio- 
discben Scbwankungen der Kreiselaxe iiberlagert wird, welcbe aller- 

*) Vgl. Eneyklop d. Mathem. Wisg. VI, Art IT, von Bansckinger, Be- 
stinmmng tmd Zusammenhang der astronomischen Constanten Nr. 20. 
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dings bei kinreiekend starkem Eigenlmpuls in der Regel unmerklick 
Hein werden. Diese Sckwankungen wurden Nutationm scHechtweg 
genannt; wir werden sie jetzt zum Unserschied von den im vorigen 
Abscknitt besprockenen Nutationen als freie Nutationen bezeicknen. 
Aus der Znsammensetziing dieser freien Nutationen mit der gleiek- 
formigen Pracession entstand unsere 7} pseudoregulare Procession “ 

Es drangt sick uns nun die Frage auf: 1st die im yorigen Ab- 
scknitt berecknete Pracession der Erdaxe von Sckwankungen begleitet, 
welcke nickt you den aulseren Kraften erzwungen sind, sondem die 
freien Sckwingungen des Systems darstellen ? oder, kiirzer gesagt: 
1st die Ptotationsbewegung der Erde } wenn wir von alien erzwungenen 
Sckwankungen abseken, eine reguldre oder eine pseudoregulare Procession? 

Die Beantwortung dieser Frage erfordert das Zusammenwirken 
yon Tkeorie und Beobacktung. Wir geben zunaekst die Tkeorie. 

Das Wort Erdaxe 1st zweideutig. Man bezeichnet damit einerseits 
die Figurenaxe der Erde, d. k. diejenige Haupttragkeitsaxe der Erde, 
welcke ungefakr mit der V erbindungslinie yon Nord- und Sudpol zu~ 
sammenfallt, also eine im ErdMrper feste Axe; andrerseits meint man 
damit die augmblicMiche Rotationsaxe der Erddrekung, also eine Gerade, 
welcke genau den instantanen Nord- und Siidpol verbindet und daker 
instantan im Bourne fest ist. Dafs beide Bedeutungen nickt zusammen- 
fallen, ist gerade der Gegenstand der folgenden Erorterungen, bei 
denen wir zwiscken Figuren- und Rotationsaxe wohl zu untersckeiden 
habem 

Die Bewegungen der Figurenaxe bei der pseudoregularen Pracession 
warden pag. 291 erorterk Sie warden in den Winkeln fr und ^ durck 
die folgenden angenakerten Gleickungen bestimmt (s. pag. 303, GL (11)): 


cos # = cos # 0 + a sin sin -j- 1, 

. P, , a N , 

y*+is^ C0S z-*> 


wo a church die 
ausdriickte: 


(10 


pag. 296 definierte GroBe n sieh folgendermaBen 


»' AF . 

a =W^W-Jn Bm& o- 


Die ersten Glieder der reckten Seiten von (1) geben den Processions- 
bestandteil der Bewegung and kommen fax dasFolgende nickt inBetracht. 
Wir kemerken nur, dafs die Grofse P, die beim Kreisel gleick MgE 
war, im Faile der Erde durck P cos # 0 zu ersetzen ist, wo P durck den 
Ausdruek (3) yob pag. 640 bestimmt ist Die zweiten Glieder liefem 
die freie Nutation und interessieren uns kier aussckliefslick. Sie be- 
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deuten eine hreisformige Schwingung (vgL pag. 305), d. L der Durch- 
schnitt der Figurenaxe mit dem HimmelsgewoFoe besckreibt, werni 
man yon der Praeessionsbewegung und den im vorigen Paragraphen 
betrachteten erzwungenen Schwankungen absieht, einen kleinen Kreis 
am HimmeL Die scheinbare Qrofse des Radius betragfc a and hangfc 
yon der Anfangslage des Impulses ab, auf weiehe sich die Grofse n 
in Gri. (!') bezieht. bedeutet die mittlere Heigung der Figurenaxe 
gegen die Iformale zur Ekliptik wabrend dieser Kreisschwingung. Die 
Schwmgungsperiode r, d. h die Zeit, in der der Kreis einmal durch- 
laufen wird, ist durch die Gleichung bestimmt 

2 # N" C 

V = X = X r ’ 

wo r, die Winkelgesciiwindigkeit der Erdumcbehung, gleich 2% divi- 
diert durch die Lange des Stemtages ist, Nernnen wir letzteren znr 
Zeiieinheit, so wird r = 2# und r = AfG. Die Schwi ngungsperiode ist 
also , da C nur wenig grofser ist als A, ein wenig Meiner als ein 
siderisclier Tag . 

Dies Resultat war vorherzusehen. Wenn namlich die Figurenaxe 
mit der Rotationsaxe nicbt zusammenfallt, wird erstere uni letztere 
auf einem Kreiskegel herumgefuhrt, Stande nun die Rotationsaxe 
yollig still, so wiirde die Periode genau einen Tag betragen; wechselt 
sie langsam ihren Platz, so weicht die Periode nur wenig von einem 
Tag© ab. 

Indessen lafst sich die somit als moglicli nachgewiesene nahezu 
eintagige Scbwankung der Figurenaxe durch die Beobachtung nicht 
feststellen, weil sich die Beobachtung am Himmel notwendig auf den 
Wechsel der Rotationsaxe bezieht, Zu ieizterer wenden wir uns jetzt, 

Dabei werden wir zu unterscheiden haben zwischen dem Wedksel 
der Boiatiomxxe gegen dm Baum und ifcrem Wechsd rdatw gegen dm 
Erdkorper. Ersterer wird bestimmt durch die Komponenten x. q, 
letzterer durch die Komponenten p, q y r des Drehungsvektors, welche 
beide durch die GL (7) und (8) yon pag. 45 mit den Eulerschen 
Winkeln (p, 4> } in Beziehung gesetzt sind. Die vt, % y q sind die 
Koordinaten der Punkte der Herpolhodie > die p, q 7 r die der Polhodie. 

Die Werte der x, q lauteten 

(2) « x — & sin^ — tp'smfr cos$, 

q ss 4. cos &sp’] 

sie beziehen sich auf ein im Raume festes Koordinatensystem x y y y % y 
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dessen dritte Axe in unserem FalLe mit der Normalen der Ekliptik 
zusammenfallt, (weil wir yob dieser axis den Winkel S' messen), und 
dessen erste Axe der in der Ekliptik gelegene Strahl ty *= 0 ist (nach 
allgemeiner Festsetzung fiber die Messung des Winkels ty). Es ist 
aber bequemer ein Koordinatensystem zu benatzen, dessen dritte Axe 
mit der mittleren Luge der Figurenaxe zusammenfallt, also gegen die 
Norxnale der Ekliptik um den Winkel t > 0 geneigt ist. Die erste Axe 
des neuen Systems moge mit der ersten Axe des alten Systems fiber- 
einsiimmen. Bezeicbnen wir die Xoordinaten des Drehungsvektors in 
diesem neuen System mit x i7 q 17 so wird ersichtlich 


— — * 7C y 

x 1 = % cos $' 0 + q sin 'O’q , 

= — x sin # 0 + Q cos # 0 . 

Setzen wir aus (2) ein, so ergiebt sick 

I 7t t = &' cos ty + cp' sin # sin ty, 

x t == cQs& 0 amty — cp' (Bm&cos& Q costy-~-smd' 0 co8d : ) ty' Sind's, 

=— ^sin^sint^-f ^ / (sm^ o sm' 0 ’Cos^ 4 -coS'O , o cos#)+ 

Nun ist zu berueksiehtigen, dais nach ( 1 ) ft — und ty } sowie 
die Bifferentialquotienten &' und ty' kleine Grofsen sind; lassen wir 
aufserdem den uns hier nicht interessierenden Pracessionsterm PtjN 
fort, so werden alle jene Grofsen von der Ordnung der Nutations- 
amplitude a. Wir konnen namlieh, indem wir cos It eniwickeln, statt 
( 1 ) sckreiben: 


# — & 0 =-~ a sin tj , & = 

sin & 0 ty = a cos ij > sin ^ ty' -- 


™ (§-*)> 


In den Gleichungen (3) sollen nur die Glieder niedrigster Ordnung 
der kleinen Qroften beibehalten werden. Wir setzen daher cos ty = 1 , 
sin ty *** ty, sin & sin?/' = sin * ty, #•' sin ty = 0 etc. und erhalten: 

-f ty sin m ty? 

5% = — <p (# — #b) + ^sin^o, 

= cp + ty' cos it 0 . 

Des Weiteren bemerken wir, dale 9 /+ cos & 0 ty' nach den Glei- 
chungen (7) von pag. 45 gleieh der Winkelgeschwindigkeit r der Erd- 
umdrehung, also gleieh 2% ist, wenn wir wieder den Sterntag als 
Zeiteinheit wahlen. Die letzte Gleichung lautet daher = 2#; in 
den beiden ersten Gleichungen dfirfen wir direkt cp = nehmen, 
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weil tier g>' mit den kiemen Grdfsen ip und # — - # 0 multipliziert er~ 
scbeint Soiait folgt : 

% x = & + 2 ^ sin ip , 

3 ^ = — 2ot(fr — & Q ) + ip' sin # 0; 

^ = 2#. 

Indem wir nun die Werte* von ip, ip f etc, aus ( 4 ) eintragen und 
beriieksiekiigen, dais N = Cr = 2xC ist ; erbalien wir scbliefslicb die 
folgende Darstellung der Herpolhodie: 

0 C - A a C , 
itjL = — 2 jca — -j — cos 2 jt -j* c, 

(5) 0 C — A . 0 <7, 

v — — zsza — 3 — sm £% ~r t, 

1 A A 7 

- p x — 2#. 

Wir erkennen hieraus : Die Rotationsaxe beschreibt im Bxume einen 
KrmTcegel um die Richtung unserer dritten Koordinatenaxe q, d. h. um 
die mitUere Lage der Fignrenaxe. Bis Zeitdauer , in der sis diesen 
Krdskegel einmal dmchlduft , ist wieder r = A/C, also wenig Jdeiner 
wie ein Sterntag. 

Wir koxuien auch sagen, dafs in der gleichen Zeit der Schnittpunki 
der Rotationsaxe mit dem Himmelsgewdlbe einen Kreis durcblaufk Der 
sclieinbare Radius desselben, gemessen durcb denjenigen Winkel, unter 
dem er you der Erde geseben wird ? betragt (bei Yertauschuiig der 
trigonometriseben Taugente mit dem Bogen): 

Qi A 

Dieser Radius ist erbeblicb kleiner wie der scbeinbare Radius a des- 
jenigen Kreises ? den der Schnittpmikt der Figurenaxe mit dem Himmels- 
gewolbe bescbreibt.^ Wir fanden namlicb (vgl. pag. 663) 

( 6 ) _g_ = 305, also 5 ~ = 304 - 

Bie Schwanltung der Rotationsaxe im Tiaume betragt also haum den 
300 ien Ted derjenigen der Figurmaxe. Da sicb nun, wie wir seben 
werden 7 aus den Beobacbt ungen ergiebt, dafs die Wihkelgrofse a hart 
an der Greuze des Beobacbtbaren liegt, so wird sicb die Winkel- 

S\ A 

grofse a = a / 304 der Beobachtung vollig entzieben. Man 

wird also fiir aide praktischen Fragen annehmen diirfen, dafs die Rota - 
timsaxe im Baume vollig stitte stehh 

Natilrlicb ist die obige Darstellung der HerpoDiodiekurve nicht 
vollig exakt. weil wir ersfcens bohere Glieder weggelassen und zweitens 
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die Pracessionsterme yemacblassigt iiaben. Haifcen wir letztere mit 
beriicksicbtigt } so batten wir statt des Ereises am Himmelsgewolbe 
eine settr eng verschinngene CyMoide bekommen. 

Interessanter ist das Stadium der PoThodie . Hire Koordinaten 

p y q> r sind dureb die Gleienungen (7) yon pag. 45 gegeben: 

p — cos (p + -ip r sin ft sin <p ; 

q sin 9 ? + f' sin & cos 

r = <p -f cos 

Die letzte Koordinate ist konstant, namlicb bei unserer Wahl der Zeit- 
einbeit gleicb 2%. In den beiden ersten Gleicbungen setzen wir far 
und xjj' die Werte aus (4) ein ; scbreiben, unter Vernacblassigung 
kleiner Grofsen boberer Ordnung, sin# = sin#^ <p = 2xt, N = 2%C 
und erbalten: 



0 { C G . \ 

q = 27ta~j-lcos2jt-^-t sm2%t—sm2%-j-ieos27tt\ 


ii 


oder: 


’ p = — 2 n a cos 2 x t > 

(?) 


q = — sin 2% 1, 


r = 2 sr. 


Dies ist die gesucbte DarsteUung der PoThodie. Sie zeigt tins, dafs 
die Pokitiomaxe auch irn Erdkorper einrm Kreiskegel beschreibi und mar 
urn die Figurenaxe der Erde. Der Winkel an der Spitze dessdhen 
zwiscben der Figurenaxe und den Erzeugenden des Kegels ist (bei Yer- 
tauscbung der trigonometriscben Tangente mit dem Bogen): 



Dieser Winkel ist also Cj (C — A) = 305 mal grofser wie der ent- 
sprecbende Winkel des Herpolbodiekegels, Pie Zeit, in der die Motor 
iionsaxe den PolhodiekegeL einntcd durchlmifi. betragt dabei A/(C— ri.) — 304 
Stemtage oder rnnd 10 Monate. Diese Zeit heifsfc die Etderscke Periode 
oder der JMersche Cyldus, weil bereits Euler 5 *) die notigen tbeore- 
tischen Yorarbeiten zur Berecbnung dieser Periode geliefert bat 

*) Meebanica sive motus scientia. Petersburg 1736, dritter Ted, Sap. XYI, 
§ 830 ff. Tbeoria motus corporum solidorum seu rigidomm, Greifswald 1765, 
Sap. XII, §§ 711, 717 — 732* Der numerische Wert 304 scbeint allerdings bei Euler 
uocb nicbt yorzukommen. 
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Naturlieh sind auek die Gleickungen (7) nickt gans yollstandig, 
insofern wir bei Oarer Ableitung Ton den Pracessionsgliedem abgeseken 
k&ben; wollten wir leiztere mit beriicksicktigen, so wurden zu den 
obigen Werten der p and q noeh gewisse leielit sngebb&re Grlieder 
von sekr kleinem Betrage und yon der Periode eines Siemiages kinzu- 
kommen. 

tlbrigens lassen sick die obigen Werte der p xm& q auek nn- 
mittelbar aus den Enlerscken Gtteickungen entnelunen^ wenn man be- 
denkt ; dafs die in Rede stehende Bewegung eine freie Natation isi, 
nnd dementsprecbend bei ibrer Berecknung yon den aufeeren Kraften 
(Sonnen- and Mondanziekang) abstrakiert. Die Eulerscken Gleichimgen 
lauten dann (ygl pag. 140) fiir A = B and r = const. = 2%: 

A§ = 2x(A-C)g, A^ = 2x(C-A)p . 

and geken integriert (ygl. pag. 151 7 Grl. (6')): 

& .O-A 

. %-rtt — - — t 

p + iq = ce A . 

Man brancht sckliefslich nur in einen reellen and imaginaren Tell 
au£zul6sen 7 am ixn Wesentlicken (namiick bis auf die abgeanderte 
Bezeicknong der Integrationskonstanten) die Grleickungen (7) wieder- 
znfinden. 

Es ist nfitziick, diese Verkaltnisse im Sinne Po in sots dnrck die 
Figur des Polkodie- and Herpolkodiekegels zu yeransck&nlicken and 
mit deijenigen Figar zu vergleicken, welcke in gleicker Weise die 
Verkaltnisse bei der (dnrck Sonnen- and Mondanziekang ©rzwimgenen) 
Procession der Erdaxe darstellt. Dies gesekeke in den Fig. 100 a and b. 

In Fig. 100 a (erzwnngene Procession) findefc die Bewegung der 
Erdaxe am die Normal© der Ekliptik (. N ) in dem mekrfack genannten 
nngefakxen Zeitraum yon 26000 Jakren statt. Der Winkel an der 
Spitze des Herpolkodiekegels (eigentlick Winkel zwiscken der Normalen 
N und der MotaUonsaxe, wofiir wir aber okne irgend einen Fehler auek 
den Winkel zwiseken der Normalen N and der Figwma&e nekmen 
konnen) betragt 23 1 /* Q . Die Ofiimng des Polkodiekegels wnrde pag. 49 
berecknet and nack G1 (2) daselbst gefanden zu sin 23%°/ 365 • 26 000 
= nngefakr 0 ; Q1"; die Elcinkeit des Polkodiekegels wurde a. a. O. dnrck 
die Angabe yeransckaolickt^ dafs er aaf der Erdoberflacke einen am 
den Nordpol besckriebenen Ereis you nar 27 cm Radios ausschneidet. 
Wir kaben also einen ziemlich weiten Herpolhodiekegd und einen dufserst 
spitzen Polhodiekegd. In Fig. 100a koxmten wir natbrlick nickt an- 
nakemd das wirklicke quantitative Yerkaltnis beider Kegel zmn Aus- 

Soam«jrfeid, Xreisalbewagimg. III. Aixfi. 4$ 
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druek bringen; vielmebr ist der Polhodiekegel verbaltnismafsig fast 
10 6 mal zu breit gezeiclmet. Wir baben tins vorzustellen, dafs der in 
der Erde feste xmd an der Erdumdrehung teilnebmende Polbodiekegel 
sick in einexn Tage, yon F aus geseben entgegen dem Uhrzeigersinne, 
einmal umdreht und dabei ohne zu gleiten im Innern des Herpol- 
bodiekegels abrollt. Wegen seiner aufserordentlichen Kleinbeit durch- 



mifst er den Mantel des Herpolhodiekegels erst in 26 000 Jahren einmaL 
Der Sinn des Abrollens ergibt sich ans dem Umdrebungssinn© des 
Polbodiekegels nnd erfolgt in der Figur yon recbts iiber yorn nacb 
links , also yon N geseben im Uhrzeigersiime. 

Wir betrachten min Fig. 100 b (freie Mutation). Die Bewegung 
findet bier um die mittlere Lage der Figurenaxe statt (die in der 
Figur yertikal gezeicbnete Grerade OF 0 , im Gegensatz zu der augen- 
blicklicben Lage der Figurenaxe OF). Der Winkel an der Spitze des 
Polbodiekegels betragt nacb Obigem a j - , der des Herpolhodiekegels 

a — ^ — $ das Verhaltnis beider wurde gleicb 305 gefunden. Jetzt ist 
also der Herpolhodiekegel erheblieh spitzer wie der Polhodiekegel ; aucb bier 
konnte das zablenmafsige Verhaltnis beider Kegel in der Figur nicbt 
zum ricbtigen Ausdruck gebracht und mufste der Herpolhodiekegel ver- 
haltnismafsig viel zu stumpf gezeiclmet werden. Mach unseren Formeln 
hangt die absolute Grofse der Kegeloflhungen yon der Grofse a ab ; 
iiber die nur die Beobacbtungen Aufscblufs geben konnen, Wir sind 
also einstweilen liber die wirkliche Gestalt von Polhodie- und Herpol- 
hodiekegel im TTnklaren und baben daber in Fig. 100b dem Polhodie- 
kegel etwa diejenige Grofse gegeben, wie sie dem Herpolhodiekegel in 
Fig. 100 a zukomml. In Wirkhchkeit wird, da die Beobachtungen 
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einen auTserst bleinen Wert you a ergeben, aucii der Polhodiekegel 
auTserst spitz und der Herpolbodiekegel dementsprechend nocli 3 00 mal 
spitzer. Fig. 100 b kann daber nur eine grobe qualitative Yeran- 
scbaulicbung der Yerhaltnisse geben. Wir ratissexi uns nun vorstellen, 
dafs der relatiy weite Polhodiekegel, der den engen Herpolbodiekegel 
umfafst, mit der Geschwindigkeit der Erdumd rehung rotiert und dabei 
ohne zu gleiten auf deni Herpolbodiekegel abrollt. Der Drebsinn des 
Polbodiekegels ist wieder, you F gesehen, dein XJbrzeigersinne eni- 
gegengesetzt . Daraus folgt, dafs das Abrollen, you F 0 aus gesehen, 
ebenfalls erdgegm dem Ubrzeigersiime erfolgt. Die Beriihrungslinie 
b eider Kegel stellt uns die Lage der Rotationsaxe sowobl im Raume 
wie in der Erde dar. Sie lauft im Baume in eiivas weniger wie 
einem- Sterntage wn. Wenn namlich die Beruhrungslinie nacb ein- 
maliger Durchmessung des Herpolbodiekegels wieder in ibre urspriing- 
licbe Lage auf dem Herpolbodiekegel (0A der Figur) zuruckgekehxt 
ist, befindet sie sieb in Deckung mit derjenigen Erzeugenden OB 
des Polbodiekegels, die wir erhalten, inclem wir den auf dem Pol- 
hodiekegel gemessenen Bogen A B gleicb dem Umfange des Herpol- 
bodiekegels im Abstande OA von 0 macben. Der Strabl 0A ? als 
Erzeugende des Polbodiekegels betrachtet, ist infolgedessen noeb niebt 
in seine Anfangslage zuriickgekehrt; die Zeitdauer des Umlaufs der 
Rotationsaxe auf dem Herpolbodiekegel wird daber etwas kleiner als 
die Zeitdauer, in der ein Strabl des Polbodiekegels eiimial umlauft, 
welche ihrerseits gleicb einem Sterntage ist. Auf dem PolhodieJcegd 
andrerseits lauft die Botationsaxe erheblich langsamer um . Da sie 
namlich wahrend eines Sterntages um wenig mebr als das Stiickclieii 
AB auf dem Polhodiekegel im Sinne der Erddrehung vorgeriickt ist, 
dauert es eine erbeblicbe Anzabl von Sterntagen, bis sie den ganzen 
Umfang des Polbodiekegels durcbmessen bat. Diese Anzabl wurde 
oben als Eulerscber Cyldus bezeichnet und gleicb 304 gefunden. 
Nacb der Figur in tlbereinstimmung mit nnseren obigen Rechnungen 
wird das Yerbaltnis zwiscben der Umlaufszeit der Rotationsaxe in der 
Erde und derjenigen im Raume gleicb dem Yerbaltnis des Umfanges 
des Polbodiekegels zu demjexdgen des Herpolbodiekegels, in gleicbem 
Abstand von der Spitze der Kegel gemessen. 

In nnseren Recbnungen sowobl wie in nnseren Zeiehnungen babeu 
wir aus guten Grunden die Behandlung der erzwungenen Pracession 
von der der freien Nutation abgesondert und die erzwungenen Nuta- 
tionen iiberbaupt bei Seite gelassen (die man ebenfalls mit Poinsot- 
schen Yorstellungen begleiten konnte). 

In Wirklichkeit findet naturlicb eine ITberlagerung dieser verschie- 

4B* 
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denen Bewegungen und dam.it erne IJberlagenmg der Formeln und in ge- 
wissem Sinne eine tJberlageriing der Figuren sfcatt. Leider verliert die 
Poinsoische Yorstellung der abrollenden Kegel far eine derartige zu~ 
sammengesetzte Bewegnng ihren Hauptvorzug, den der niimittelbaren 
Anschaulichkeih Wollfen wir uns namlich Pracession und Nutation in 
einer Figur darstellen und durcli ein Paar abrollender Kegel verwirk- 
lichen, so mtfsten wir den Herpolhodiekegel mit aufserordenilich 
kleinen und kurzen Wellungen versehen, in welche entsprechende 
Wellungen des Polhodiekegels eingreifen. Ftir das anschauliche Yer- 
standnis des Yorganges wird hierdurch aber nichts gewonnen. 

Schliefslieh geben wir im Interesse der folgenden Diskussionen 
von dem uns mimnekr bekannten Polhodiekegel bei der freien Nutation 
zu demjenigen Kreise fiber, den der Polhodiekegel auf der Erdober- 
flache ausschneidet. Wir unterscheiden den Durehschnitt der Rota- 
tionsaxe mit der Erdoberflache, den ?; instantanen ErdpoF, von dem 
Durchsehnitt der Figur enaxe mit der Erdoberflache, dem „geometrischen 
ErdpoF. Unser Kreis ist der geoxnefcrische Ort des instantanen Pols, 
sein Mittelpunkt fallt mit dem geometrischen Pole zusammen. Nach 
der vorangehenden Theorie mfissen wir erwarten, dafs der instantane 
Pol den geometrischen Pol in der Period© des Eulerschen Cyklus, also 
etwa in 10 Monaten, einmal im Sinne der Erdrotation umkreist Der 
vom Erdmittelpunkte aus gesehene Radius des Kreises betr&gt n&ch 
C 

Obigem a -j- - 

Wir werden im folgenden Paragraphen dariiber zu berichten haben, 
in welcher Weise sich eine derartige Bewegung des instantanen Pols 
in den Beob achtungen der Polschwankungen bemerklich macht Bber- 
schlagen wir hier nur noch die Chancen der Beobachtungsmoglichkeit, 
so sehen wir, dafs diese jetzt viel gUnsfdger liegen, wie vorher, wo 
es sich vm den Nachweis der raumlichen Bewegung der Roiaiionsaxe 
haadelie. Derm erstens ist die Period© der Bewegung des instantanen 
Pols und zweitens ist ihre Grofse ea. 300 mal so grofs, wie die Period© 
und Grofse deqenigen Bewegung, welche der Schnittpunkt der Rotations- 
axe am Him m elsgewolbe ausffuhrt. Obschon also , wie wir bemerkten, 
die fnihere Bewegung unmerklich war, so braucht es darum nieht die 
jeizige zu sein. 

§ 6. Der H&ehweis der Polschwankungen. dureh die Beobaehtung; 
die Ohandlersehe Period®. 

In der Beobachkmg werden sich die im vorigen Paragraphen als 
moglich nachgewiesenen Polschwankungen durch ein© Yeranderlichkeit 
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der Breite des Beobachtungsortes yerraten. Ob man dabei die Breite 
als geograpbiscbe (Komplement desjenigen Winkels, welcben die Lot- 
linie des Beobacbtungsortes mit der Rotationsaxe der Erde bildefc) oder 
als geocentrisehe (Komplement des Winkels, den die Yerbindtmgslmie 
des Beobacbtungsortes nnd des Erdmittelpunktes mit der Rotationsaxe 
einscbliefsfc) definiert, ist gleiebgfiltig. In beiden Fallen bandelt es 
sick um den Winkel einer in der Erde fasten Geraden mit der in der 
Erde vari&beln Rotationsaxe. Je nacbdem sich die letztere bei ibrer 
Bewegung dem Beobaebtnngsorte nabert oder sicb yon ibm entfemt, 
wird die Breite des Ortes abnebmen oder wacbsen. 

In der That sind nun Breitenscbwankungen, welcbe sicb niebt 
durcb Beofeacbkmgsfehler erklaren liefsen, scbon friiber zu wiederbolten 
Malen vermutet worden, so yon Peters (1842) nnd Nyren (1871) 
an der Stemwarte PuLkowa, yon Clerk Maxwell an den Greenwicber 
Beobacbtungen aus dem Jabre 1851 bis 1854. Die Amplitude der 
Scbwankung hielt sicb in den Zebnteln einer Seknnde, die Angaben 
uber die Periode waren widersprecbend. Zur Sicberbeit erboben wurde 
das Yorbandensein yon Breitenscbwanknngen aber erst durcb die be- 
senders genauen Beobacbtungen yon Kfistner an der Berliner Stern- 
warte aus dem Jabre 1885. Auf die sebr ausfubrlichen Arbeiten, in 
denen Chandler*) das gesamte vorliegende Beobacbtungsmaterial einer 
eingebenden Disknssion nnterzog ? kommen wir nnten zurfiek. 

Nenes Licbt wurde auf die gauze Frage geworfen, als im Jabre 1891 
eine astronomisebe Expedition nacb Honolulu zum Zwecke von Breiten- 
messungen ausgesebiekt wurde, 
welcbe mit gleicbzeitigen Beobacb- 
tungen in Berlin verglicben wur- BeHin 
den. Honolulu liegt ungefabr auf 
dem entgegengeseizten Meridian 
(171° westlieb) von Berlin. Wenn 
nun die Breitenschwankungen wirk- 
licb ihren Grund in dem Weehsel 
der Rotationsaxe der Erde baben, 
so mfissen sie sicb an beiden Sta- 
tionen in entgegengesetztem Sinne ^ ^ 

aufsem (vgL Fig* 101): die Breite in 

Berlin mufs zunebmen, wenn sie in Honolulu abnimmt, ein Maximum der 
Breite in Berlin mufs mit einem Minimum in Honolulu zusammenfailen etc. 
Wie vollsiandig sicb diege Erwartung bestatigt bat, zeigen die beiden 



*) Astronomical Journal Yol. XI, XU, XV, XIX, XXI, XXU ( 1801 — 1902 ). 
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folgenden Diagrammed) (Fig. 102); in ihnen bedeutet die Abscisse die 
Zeit wabrend der Jabre 1891 und 1892, die Ordinate giebt die Ab~ 
weicbung der geograpbiseben Breite von ibrem mittleren Werte an, 
in einem Mafsstabe, der aus den angesebriebenen Zablen ersiehtlieh ist. 
Die Amplitude der Sefawankung ist, wie wir seben, far beide Station en 




Honolulu 
mg, 102. 


ungefahr gleicb; sie liegt zwiscben 0",2 und 0",3; vor allem aber 
seben wir: die Phase ist fur beide Stationen genau entgegengeseizt. 
Burch letztere Thatsacbe ist aufs augenfalligste dargetban, dafs die 
BreitenschwanJcungen ihren Grand in Unilagerungen der Botationsaxe 
haben, dafs also diese Axe relativ gegen dm Mrdkorper gewisse Be- 
wegungen ausfiihrt. 

Offenbar geben zwei auf entgegengesetzten Meridianen gelegene 
Stationen, wie Berlin und Honolulu, nur eine Komponente der Bewegung 
wieder, die Komponente nach der durcb beide Stationen gelegten 
Meridianebene. Dagegen werden znr vollstandigen Kenntnis der Be- 
wegungen zwei Stationen gemigen, deren Meridiane etwa einen rechten 
Winkel bilden. Wenn mehrere solcbe Stationen, insbesondere aucb 

*) Wir entnebmen dieselben den Yerhandlungen der 1895 in Berlin ab- 
gebaltenen Konferenz der internal Erdme&sung, Berlin 1896, Tafel 4. 
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anf entgegengesetzten Meridianen gelegene, zur VerfQgung stehen, so 
werden ihre Resultate sich gegenseitig kontrollieren konnen. 

Fig. 103 stellt die Lage der Beobaehtungsorte dar, anf welche 
sich die von der permanenten Kommission fur internation ale Erd- 
messung angeregte Festlegung derPolschwanknngen stutzt. Die hier ver- 



zeichneten sechs Stationen liegen auf dem gleichen Breitekreis von 39,8° 
und sind von der Konferenz der Internationale!! Erdmessung zn Lausanne 
1896 ausgewahlt. Die Anordnung der Stationen anf einem Breitenkreise 
bietet den Vorteil, dafs liberal! dieselben Sterne beobaehtet werden konnen, 
dafs mithin die Polbewegung abgeleitet werden kann, unabhangig von den 
angenommenen Deklinationen der Sterne. Das gesamte Beobachtungs- 
material wird in Potsdam verarbeitet nnd fortlaufend von dem Central- 
bureau der Intemationalen Erdmessung veroffentlicht. Dem Bericbte*) 
von 1916 entnehmen wir die Figur 104, welche die Beobachtxmgsergeb- 
nisse von 1900 bis 1912 zusammenfafst **) 

*) Resultate d. intemationalen Breifcendienstes, Bd. V v. R. Wannach, Berlin 1 910. 

**) Bei der Bearbeitung des neuen Materials for diese Auflage bin ick von 
meinem Freunde R. Em den frenndlichst unterstdfczt worden. A. Sommerfeld. 
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Biese Figur stellt den Weg des Poles in dem genannten Zeit- 
ranine dar. (Die Polbewegung von 1890 bis 1900 ist in der ersten 
Auflage dieses Buches in gleicher Weise dargesiellt und analysiert 
worden.) Die eingeschriebenen Zahleo bedeuten die Daten (Jahre und 
Jahreszelmtei), auf welehe die Beobachtungen s&milieher Stationen redu- 
zierfc wnrden. Der mittlere Fehler der sinzeinen Koordinate des instan- 
tanen Poles wird zu 0,03" angegeben. Dieser yerhaltnismafsig kleine 
mittlere Fehler wird aber nor dadurch erzielt, dafs zur Ableitung jeder 
Koordinate eine grofse Zahl von Einzelbeobachtungen herangezogen 
wurde, die selbsfc einen viel grofse ren mittleren Fehler haben. Der 
Ursprung des benutzten Koordinatensystems entspricht der mittleren 
Lage des instaatanen Poles oder wie wir ancfa sagen kdxmen, dem geo- 
metrischen Pol 


Balm des Rotationspoles 1900 — 1912. 
N 
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Vergleichen wir nun diese Figur mit der voTangehenden Theorie 
der Polschwankuugen. 

Da fall t zunacbst ins Auge, dafs die Polbahn keinem ein- 
fachen mathematischen Gesetze mit Genauigkeifc geniigt, dafs sie 
einen scheinbar zufalligen Charakter hat und vielfacb gestort ist. 
Es sind bei 'der vorliegenden Frage offenbar nicht mehr die ein- 
facben Verhaitnisse der Himmelsmeehanik mafsgebend, sondern wir 
befinden ims hier bereits auf dem verschlungenen Gebiete der Geo- 
physik. iSTach der abstrakten Theorie des yorigen Paragraphen 
sollte die Bahnkurve ein Kreis sein; davon ist in Wirklichkeit nicht 
die Rede-, in Wirklichkeit bildet sie komplizierte Spiraled deren 
Sohleifenweite in einem nahezu sechsjahrigen Zyklus zu- nnd abzu- 
Behmen scheint. Auch werden wir bald eine Reihe Storungen bennen 
lernen, welche die Polbewegung beeinfiussen. 

Dagegen ist zu betonen, dafs der Sinn der Polbewegung durchweg 
mit dem yon der Theorie geforderten Sinne der Erdumdrebxmg iiber- 
einstimmi Diese Regelmafsigkeit tritt erst in dem hier dargestellien 
Zeitranme in yolie Erscheinung, in welchem (vgl. S. 189 der cit. Arbeit 
yon B. Wannach) anf die Answertung der Beobachtungen naeh der sog. 
;? Kettenmethode“ verzichtet wurde. (Das Kim ur a- Glied ; dessen Deutnng 
friiher yiel Schwierigkeiten verursacht hatte, tritt bei dieser Art der 
Bearbeitnng xiberhaupt nicht auf.) 

Was nun die Amplitude der Polschwankung , d. h. den Radius- 
yektor der Polbahn betrifft, so betragt dieselbe in Gradmafs im 
Maximum etwa 0,4", im Mittel 0,2". Die in den Formeln des yorigen 
Paragraphen unbestimmt gebliebene Grofse a wiirde hiemach im Mittel 
gleieh L / s " zu setzen sein. Auf der Erdoberflapbe ergiebt sieh hieraus 
alsmitfclere Entfernung e des geometrischen und des instantanen Poles etwa: 

* - « X Erdradius = l 86 .” ^ J ' i W ~ circa 6 m ‘ 

Die oben genannte sechsjahrige Veranderlichkeit der Amplitude zeigt 
sieh in der Figur zweima}, in den Jahren 1900 bis 1906 einerseits und 
in den Jahren 1906 bis 1912 andrerseits. Sie wird sieh vermutlich 
herausstellen als eine Schwebungserscheinung, namlieh als Interferenz 
zweier Schwingungen (ygl. imten) von der Differenz 

Das Hanptinteresse konzentriert sieh indessen auf die Frage nach der 
Periode der Polbewegung. Hier zeigt sieh eine zunachst iiberraschende 
Abweichung von der Theorie, die urn so bexnerkenswerter ist, als sie 
durchaus gesetzmafsig zu sein scheint. Wahrend namlieh die Theorie 
eine Periode von ungefahr 10 Monaten verlangt, ergibt die Prfifung 
you Fig. 104 eine Periode yon etwa 14 Monaten. Wir verfahren, 
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um dies einzusehen, ziemlieh roh, aber f(ir unsere Zwecke hinreichend 
genau wie folgt: Wir bestimmen die Anzahl der Umiaufe wahrend des 
Beobachtungszeitraumes, indem wir beispielsweise die Durchgange des 
Rotatiouspoles durch den Meridian und den Paralle kreis abzahlen; wir 
finden 20 Durchgange durcb den Meridian sowie den Parallel. Wahrend 
12 Jahren — 144 Monaten hat der Rotationspol somit 10 Umiaufe aus- 
geftihrt. Die Dauer eines Umlaufes betragt daher 

— =* 14,4 Monate = 432 Tagen. 

Wahrend wir also die Eulersche zdinmonailiche Periode vormfinden er- 
wartrn, werdm wir durch die Beohaehtungen auf eine wesentlich langere 
Periode hingewiesm. 

Das Verdienst, die hier hervorgetretene langere Periode entdeckt zu 
haben, gebuhrfc dem amerikanischen Astronomen Chandler. Chandler 
priifte in den schon zitiertenumfangreichen Arbeiten rein rechnerisch ohne 
theoretische Voreingenommenheit das gesamte Beobaehtungsmaterial der 
Breitenschwankungen you 1840 bis 1891 und wurde dabei auf eine 
Periode von 427 Tagen *— ca. 14 Monaten gefilhrt, eine Periode, welclie 
seitdem im Gegensatz zur Eulerschen die Chandlersche heifst. 

Ohne zunachst auf die theoretische Erklarung dieser Periode ein- 
zugehen, wiinschen wir uns durch blofie Diskussion der in Fig. 104 
niedergelegten Beohaehtungen ein Bild davon zu verschaffen, wieweit 
die Polschwankungen durch die Annahme einer 14-monatlichen Periode 
dargestellt werden kdnnen. Wir werden dabei nicht das aufserst miih- 
same und grundliche rechnerische Verfahren yon Chandler benutzen, 
sondem ein naheliegendes graphisches Verfahren. 

Es sei w = x 4- iy der Vektor yom Koordinatenursprung nach dem 
augenblicklichenOrte des instantanen Poles. Wurde dieBewegung des Poles 
vollsfcandig durch eine Periode yon der Lange t t erschopft, so konnten 
wir einfach schreiben 

%ni — — S/ti — 

(1) w *=* ae + a e ** ; 

ware die Bewegung uberdies eine reine Kreisbewegung, so wiirde yon 
den beiden Konstanten a und a r die eine (sagen wir a') verschwinden; 
gleichzeitig wiirde dann die andere a durch ihren absoluten Betrag 
den Radius des Kreises bestimmen, auf dem die Bewegung stattfindet. 
Wir kdnnen aber sogleieh, den Fall einer allgemeinen elliptischen Pol- 
schwingung in Betracht ziehend, a sowohl wie d als im allgemeinen 
nicht verschwindende komplese Grofsen voraussetzen. 

Die Kompliziertheit derFig. 104 zeigt unmittelbar, dafs diese Darstellung 
durch einePeriodenicht ausrei cht. Wirmachen daher denallgemeinen Ansatz 
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( 2 ) 


2 ni ~ —tar*-- 2ni- __ -2ni - 

w ^ at **■ + a e T > + be r *+ be r * + ■ * - , 


indent wir versuchen, die wirklich beobachtete Bewegung durch Tiber- 
lagerung zweier (oder mehrerer) Sehwmgungsbewegungen darzustellen. 
Es ist sebr leicht, einen Bestandteil von bekannter Periode aus dem yor- 
liegenden Gesamtbilde der Polbewegung zu eliminieren. Wir bilden zu 
dem Zwecfee nach Gl. (2) 


Wt+ tx —w t 


2 Ttt — 

b (e r * — e r ») -f b (e T * * 


titx - 

= b(e ** 


1) €***•+ V (e 


e *>) + 

t 


— 2 TCI- 1 „ . -% It i - 


2** — 27** — 

CC *a + 


wo c und c ebenso wie vorher b und V unbekannte komplexe Konstante 
bedeuten. Wenn also in der Polbewegung aufser v 1 noch eine weitere 
Periode t 2 steckt, so mufs sicb diese in der von der Periode r 1 befreiten 
Differenz w tJrX — w t gerade so auspnigen, wie die Periode x x in w selbst. 

Uro die oben abgeschatzte Chandlersehe Periode von 14,4 Monaten 
reiner herauszuarbeiten, nehmen wir zunachst x t — 1 Jahr, eliminieren 
also alle zu erwartenden meteorologiscben Einfliisse, die durch. eine jahr- 
liche Periode dargestellt werden konnen. Am einfachsten bestimmt man 
die Differenz w tJ _ x — w t durch die folgende graphische Konstruktion:*) 
Man vergleiche den Ort des Poles fur den Zeitpunkt 1905 mit dem- 
jenigen fur den Zeitpunkt 1906. Die Verbindungslinie beider Orie giebt 
uns nach Grofse, Richtung und Sinn den Yektor w — w t fur t= 1905. 
Es ist also nur notig, diese Strecke et wa durch Parallenlineale aua Fig. 104 
in eine neue Figur (105 a) zu ubertragen. Wir erhalten so einen vom Ko- 
ordinatenursprung dieser neuen Figur auslaufendenVektor, von dem nur der 
Endpunkt markiert und durch die Zahll905bezeich.net ist. In gleicher Weise 
verfahren wir mit den beiden Orten 1905,1 und 1906,1 in Fig. 104 und 
erhalten dadurch in Fig. 105 a einen Punkt, der der Differenz ~ w t 
fur t = 1905,1 entspricht und mit 1 bezeichnet ist. So fortfahrend leiten 
wir aus der Polbahn in Fig. 104 eine neue Polbabn ab, die von dem 
jahrlichen Grliede der Bewegung befreit ist. Diese abgeleitete Pol- 
bahn wird, wie man sieht, regelmafsiger als die urspriingliche. Um 
die Figur nicht zu verwirren, ist die abgeleitete Polbahn nur fiir den 
Zeitraum von 1905 bis 1911 gezeichnet worden. 

Wir beniitzen zunachst Fig. 105a, um die Chandlersche Periode 

*) Dieses graphische Verfahren dtirfte nen nnd fur manche ahnlichen 
Falle nutzlieh aein. E§ wurde in der ersten Auflage dieses Buches anf die 
damals vorliegenden Polbahnen 1890—1900 angewandt und ist ins Analytische 
iibertrageh von B. Wan nach I. e Wir h alien hier an dem urspriinglichen 
graphischen Verfahren fest, da dasselbe sich durch Ansehanlichkeit empfiehlt. 
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genauer festzulegec, Wir konnen die Zeit des Durcbganges der Poibakt 
durch die Nord-Sdd- oder Ost-Westriehtimg aus der Figur beqaem uad 
auf 0,61 Jahr genan entnebmen. Z B. sind die Durchgangszeiten durch 
die Richtung Ursprung — * Ost 

1905,44; 1900,64; 1907,83; 1909,10; 

Bahn des Botationspoles nach Abzug der Periode t, = 1 Jahr 

1905 — 1911 . 
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Die Difierenzen betragen 1,20; 1,19; 1,27 Jahre. 

Beniitzt man auf diese Weiee das gesamte von 1900 bis 1912 vorliegende 
Beobachtungsmaterial, so erhalt man nach Wannach eine Chandlersche 
Periods von 1,178 Jahren — 430 Tagen. 


Bahn des Rotationspoles nach Abzug der Periode, r — 1,178 
Jahre. 1905—1910,8. ' * 
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m bester tJberemstimmung mit nnserer obigen Abschatzung yon S. 678. 
la Fig, 105 a ist ferner ein Kreis mit dem Radius E = 0,167^ punktiert 
eingezeichnet Er steilt nach Wannach 1 c. die mittlere Grofse der 
freiea Nutation is dem Beobachtungszeitraum dar. Wir konnen ihn den 
„idealen Chandlers chen Kreis^ nennen. 


Balm des Rotationspoles nach Abzug der Perioden 
— 1 Jahr und r s = 1,178 Jahr. 1905 — 1909,8. 
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Nachdem n unm ehr diese Chandiersehe Periode mit geniigender Gre- 
nauigkeit ermittelt ist, kornien wir auf die ursprungliche Pig. 104 zu- 
riickgehen und aus ihr diese freie Chandiersehe Schwingung eliminieren. 
Wir erhalten dadurch ein Bild der erzwungenen Schwingung und 
daraus einen Anhaltspunkfc zur Abschatzung der storenden Krafte. In 
erster Linie erwarten wir Storungen von jahrlicher Periode, entsprechend 
den meteorologischen Einfliissen auf der Erde. 

Fig. 105 b zeigt uns, wie weit dies zutrifff. Diese Figur ist eben- 
so konstruiert wie Fig. 105 a, nur dafs jedesmal zwei Punkte miteinander 
verglichen und durch den in Fig. 105 b dargestellten Radiusvektorverbunden 
sind, die um die Zeitdifferenz von 1,178 Jahren sieh unterscheiden. Es 
sind also beispielsweise in Fig. 104 die Punktepaare 1905,0 und 1906,18 
oder 1905,1 und 1906,28 geradlinig verbunden und in Fig. 105 b vom 
gemeinsamen Ursprung aus tibertragen. 

In der Tat tritt nun in Fig. 105 b die vermutete jahrliche Periode 
dadurch deutlich in Erscheinung, dafs entsprechende Punkte, die um ein 
voiles Jahr auseinanderliegen, mehr oder minder nahe zusammenge- 
drangt sind. Z. B liegen die vollen Jahresanfange in einem Winkelraum 
von 90° in der ungefahren Richtung NW. Die Punkte, die den halben 
Jahreslangen entsprechen und in der Fig. mit 5 bezeichnet sind, liegen, 
wie es sein mufs, diametral gegenuber, etwa in der Richtung SO vom 
Drsp range aus. Besonders dicht haufen sich die Punkte, die zu 0,6 Jahren 
gehoren; ihre Reprasentanten liegen in der Figur nahe der O-Richtung; 
ahnlich die Punkte 0,7 usf. 

Wir sehen also, dais in der von der Chandlerschen Periode befreiten 
Figur die jahrliche Periode deutlich in Erscheinung tritt. Die gauze 
Figur stellt offenbar den erzwungenen Teil der Polbewegung dar. Wir 
weisen insbesondere auf den Mafsstab hin, der dieser und der vorigen 
Figur beigegeben ist. Er zeigt, dafs die Ausdehnung dieser Figur abso- 
lut genommen halb so grofs ist als die der vorigen. Das will heifsen: 
die freie Chandiersehe Schwingnng bedeutet den Hauptteil 
der Polbewegung; nach ihrer Elimination schrumpft die 
Polbahn auf die Halfte zusammen. 

Fig. 105 b lehrt uberdies, dafs die erzwungene Bewegong des 
Pols durohaus nicht rein periodiech verlauft, dafs vielmehr der jahrlicben 
Schwingung Schwingungen anderer Perioden oder unperiodische Be- 
wegungseomponenten flberlagert sein mbssen. Um ilber- diese Auf- 
schlufs zu erhalten, haben wir unser Verfahren nochmals zu wiederholen. 
Wir eliminieren namlich aus Fig. 105 b nunmehr die -jahrliche Periode 
oder, was genan zum gleichen Resultafc fbhren mufs, aus Fig. 105 a 
die Chandiersehe Periode. Da das Verfahren genan dasselbe ist, wie 
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vorter, konaen wir sogleich das Resultat angeben. Es ist in Pig. 106 
dargestellt. Die neae Figur macht den Eindruck aufserster Unregel- 
makigkeit. Es kora men Uberschneidungen, Zaeken und am Ende des 
Zeitraums rttckliiufige, d. h. im Uhrzeigersinne erfolgende Bewegungs- 
phasen vox. Die jahriiche Periode ist natfirlich verschwunden, wie 
z. B. aus der gesetzlosen VerteiLtrag der vollen Jahreszahlen fiber die 
ganze Figar kin erseben warden kann. Weitere Perioden iassen 
Bick niekt sicker erkennen. Die absolute Grofse der Figur ist ge- 
geniiber der vorangekenden nock etwas weiter reducirt, zuma.1 wenn 
man tou den ausnahmsweise grolisen Elongationen urn die Mitte des 
Jakres 1905 und am das Jakr 1907 absiekt. 

Indem wir alles Vorangehende zusammenfassen, konnen wir sagen. 
die Polb akn ersckeint znsammengesetzt aus: 1. der Ckandlerscken Periode 
Ton 14,4 Monaten, 2. der Periode Ton 12 Monaten, 3- einer Snmme Ton 
Teilbewegangen, die sick Tor der Hand niekt weiter auseinanderlegen 
lessen and die wir als Folge unregelmalsiger Storungen aufzufassen 
geneigt sind. Von der zeknmonatlicken Eulerscken Periode ist uberkaupt 
nickts zn bemerken. Sie sekeint verlangert und auseinandergezogen zu 
sein in die Tierzehnmonatliche Chandlerscke Periode. Den Grand 
fur diese V erlan gerung werden wir im nachsten Paragrapken zu unfcer- 
sucken haben. 

VFaa insbesondere das Hauptergebnis dieser Betracktungen , die 
14 - monatlicke Chandlerscke Periode betriffib, so sekeint diese auck 
nock erne gewisse Stfitze dorek die Ersekeinungea der Ekke and Flat 
zn finden. Es ist klar, dais eine Umlagerung der Rotationsaxe wegen 
der veranderten Centrifagalverhaltnisse der Erde die Bewegung der 
Oceane beeinflnssen mufs und dafs eine periodische Umlagerung der 
Rotationsaxe eine Schwankung des mittleren Meeresniveaus von der- 
selken Periode zur Folge haben mfi&te, Toraasgesetzt, dafs der Emilufs 
auf letztere genflgend stark ist. Die Barren Tan de Sande Bak- 
huyzen *) und Christie **) glanben diese Voraussetzung bejaken and 
in den kollandiscken kez. amerikanischen Flntbeobaekttmgen eke 14- 
monatlicke Variabilitat von einigen cm. nackweisen zu konnen. 

Zusammenfassend schliefsen wir also aus den mitgeteilten Beokack- 
tungen namentlick zweierlei: erstens dafs Polschwaakungen zweifeilos 
konstatiert sind, dais also der Erdpol niekt mehr als „der rukende 
Pol in der Ergckeinnngen Flackfe“ angesehen werden kann, zweitens, 
dafs die Polsckwankungen niekt diejenige einfacke GesetzmaJsigkeit 


•) Astronom. Nachr. Nr. S361. 

Bulletin of tlie Phil. Soc. of WadbisgtoB. 1896, vol. SH, p. 108. 
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und namentlicb nicbt diejenige Periode haben, die wir nach den 
Erorterangen des vorigen Paragraphen erwartet haben warden. 

§ 7. Die Erklarnng der Chan&lersehen vierzehnmonatHchen Period© 
nnd die Elastisitat der Erde. 

Bekanntlich darf die alte Streitfrage, ob das Erdinnere feuerfiiissig 
oder fest sei ; hentzutage als in deni Sinne entschieden gelt on, dafs 
sich das Erdinnere, im grofsen nnd ganzen genommen, wie ein fester 
Korper verbal! Man wird dabei, damit es sich nicbt um einen blofsen 
Streit um Worte handelt, die Benennungen fiiissig nnd fest zn defi- 
nieren haben nnd wird sagen: fiiissig soil ein Mittel heifsen, in dessen 
liinerein nnter gegebenen Umstanden relative Verschiebnngen der Teile 
in merklicbem Mafse vorkommen konnen, fest ein Mittel } in dem 
solcbe Yerscbiebnngen unmoglich sind. Man kann es dabingeste'llt 
sein lassen, ob im letzteren Falle die Verscbiebbarkeit der Teile durcli 
eine Art elastiscben Zusammenbaltes ? (dnrcb Festigkeit im gewohn- 
lieben Sinne) ; oder dnrcb einen besonders boben Grad von Yiscositat 
bervorgerufen wird: aueb eine Fliissigkeit von liinreicbender Yiscositat 
(z. B. Asphalt) verhalt sich gegen anfsere Einwirknngen von nicbt zu 
langer Daner merklicb wie ein fester Korper nnd zeigt keine be- 
dentenden Yerscbiebnngen ibrer Teile gegeneinanden Wir konnen im 
Anscblufs an eine in der engliscben Litteratur gebrauchliche Aus- 
drucksweise von effektiver Festigkeit sprechen, um damit ein Yerhalten 
zn bezeiehnen, welches nnter gegebenen Umstanden dem eines festen 
Korpers von bestimmtem Elastizitatsgrade analog ist. 

Dagegen soil mit der Angabe, das Erdinnere sei fest, niehfcs liber 
seinen sonstigen physikalischen Znstand ansgesagt werden. Dieser diirfte 
bei den aufserordentli chen Temperaturen nnd Drucken, die im Innem der 
Erde berrscben, von ailein abweichen, was wir sonst yon flussiger oder 
fester Konstitntion wissen. Scbon in Laboratorimnsversucben lassen sich 
gewisse kritische Znstand© sebaffen, bei denen die Aggregatzust an de 
stetig ineinander iibergehen; der Znstand des Erdinneren liegt aber 
weit jenseits jener kritiscben Grenzen. Der ricbtige Standpnnkt wird 
offenbar der sein, den Znstand des Erdinneren nicbt naeh gewagien 
Analogien nnd Extrapolation©!! ans Laboratorinmsversncben vorans- 
zusagen , sondern ans dem thatsacblicben Yerhalten der Erde, wie es 
sich z. B. bei den Polscbwanknngen zeigt, anf den dnrcbscbnittlicben 
oder effektiven Znstand soruckzuschliefsen. 

Aucb soli mit der Berecbnung eines bestimmten Elastizitatsmoduls 
nicbt bebanptet werden, dafs die Erde dnrcb nnd dnrcb die Beschaffen- 
beit eines Kbrpers von der betr. Elastizitat babe. Yielmehr kann man 

Kl»ia-Somm»rfisl&, Kreiselbewegxmg. HE. u£L 44 
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als die benizutage wahrscbeinlicbste und berrscbende Ansicbt diejenige 
bezeicbnen, wonacb die Erde inhomogen konstituiert ist, namlicb ana 
einem dicbteren und festeren Kern (Eisenkem) und einer weniger dicbten 
und nacbgiebigeren Scbale (Gesteinsmantel) bestebt , welcbe beide durcb 
eine nicbt sehr ausgedebnte Schicht ernes zabfliissigen Magmas von 
einander getrennt werden (vgl. die unten zu nennende Tbeorie von 
E. Wiechert). Aucb die Moglichkeit einer solchen Xnhomogenitat 
wiinscben wir durcb das Wort ?; effektive“ Elastizitat oder Festigkeit 
einzuscbliefien. Der zu berecbnende Elastizitatsmodul bedeutet alsdann 
den Wert desselbeu fur einen bomogenen elastiscben Korper, welcher 
sick binsiehtlick der bier in Frage koxmnenden elastiscben Wirkungen 
ebenso verhalt wie die wabrscbeinlicb inbomogene Erde. 

Wir beabsicbtigen nicbt, auf die Diskussionen iiber das Erdinnere 
naber einzugeben, sondern beben nur einige Punkte aus der bistoriscben 
Entwickelung hervor*). Im Interesse der Tbeorie des Vulkanismus 
haben die Geologen seit altersber fur das feuerfliissige Erdinnere 
plaidiert. Der erste, der sicb mit wissenscbaftlicben Griinden dagegen 
ausgesprochen bat, scbeint Hopkins**) gewesen zu sein. Hopkins 
untersucbte die Pracession und Nutation, die eine mit Fliissigkeit ge™ 
fiillte Kugelscbale zeigen wiirde, und fand, dafs eine solcbe sicb er- 
hebbcb anders als die Erde verbalten wurde. Die spateren und tiefer 
gebenden Untersucbungen Lord Kelvins***) ergaben, dafs die Beweis- 
ffibrung von Hopkins m&ngelhaft war und dafs aucb seine Resultate 
in wesentlichen Punkten zu bericbtigen sind. Indem Kelvin statt der 
Kugelscbale eine abgeplattete ellipsoidiscbe Scbale betrachtet, zeigt er, 
dafs sicb lei vollig starrer Schale in den schneUeren Nutationen (der 
balbjabrigen und namentlicb der balbmonatlicben vgl. pag. 651), nicbt 
aber in der Pracession und in der 18%-jakrigen Nutation eine Differenz 
zwiscben Beobacbfung und Recbnung ergeben wurdef), dafs dagegen bei 

*) Wegen naherer Angaben vgl die Barstellung in Kap. 15 des vorziiglichen 
popul&r-wigsenschaftlichen Werkes von Gr. H. Darwin, The Tides, London 1898, 
deutsche Auagabe yon A. Pock els, Leipzig 1902, oder die jiingst ersebienene 
Kosmische Pbysik yon Sw. Arrhenius, Leipzig 1903. 

**) Researches in physical geology, Philosophical Transactions London R. 
Soc. 1839, 1840, 1842. 

***) Mathematical and Physical Papers, Bd. 3, art. 46 ygL insbesondere §§ 21 — 38, 
zusammengefafst in Popular Lectures-, Bd. 3, pag. 238. 

■f) Hiermit liUngfc eine Bemerkung Lord Kelvins zusammen, die wir an 
Modeljen der G&ttinger mathematischen Sammlnng bestatigt haben: Ein Kreisel, 
dessen Sehwungmasse durch ein mit Fliissigkeit gefiilltes abgeplattetes Eotations- 
ellipsoid ersetzt ist, verhalt sich, in Umdrehnng um seine Axe verseizt, auf 
horizonialer Unterlage stabil und fiihrt seine Pracessionsbewegung aus, ahnlich 
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einer einigermafsm naehgiehigen Schale alle jene Erseheinungen so vet- 
laufen konnten, wie es der Wirkiichkeit entspricht. Die astronomischen 
Thatsachen widerlegen also nur die Annahme: fliissiges Erdiimere in 
starrer Schale, eine Annahme, die ja auch aus physikalischen Griinden 
unhaltbar ist, da wir kein Material kennen, das als diinne Schale aus- 
gebildet vollig unnachgiebig ware. Andrerseits aber wird die Anna, Time; 
fliissiges Erdinnere in nachgiebiger Schale, dutch die Erscheinungen 
der Ebbe und Flat widerlegt. Eine diinne Erdkruste von der elasti- 
schen Nacbgiebigkeit der nns bekannten Materialien wtirde namlich 
dem deformierenden Einflufs der Gezeitenkrafte fast ebenso willig folgen 
wie das Wasser der Meere. Dann aber gabe es nnter dem Einflnfs 
jener Kraffce keine relative Bewegung des Wassers gegen das Land, 
sondern nur ein gemeinsames Auf- und Abwogen der Meere und Konti- 
nente, das sich der unmittelbaren Wahrnehmung entziehen wiirde. 
Somit bleibt nur die Annahme einer im Durcbschnitt effektiv-festen 
Erde iibrig (fest im Sinne der vorauggeschickten Erklarung). Mit 
dieser Annahme ist das Vorhandensein peripherischer Hohlrauine, die 
mit einer Art Fliissigkeitsmagma ausgefiillt sind, oder auch das Vor- 
handensein einer ringsum ausgebildeten fliissigen Schicht durchatis ver- 
traglich, falls letztere nur im Verhaltnis zu dem effektiv-festen Erdkerne 
wenig ausgedehnt und hinreichend zahe ist, wodurch nicht nur den 
Bednrfnissen der geologischen Theorien, sondern nach Schwejdar 
(vgl nachsie Seite) auch den Ergebnissen der Pendelbeobachtungen 
Rechnung getragen werden kann. 

Dafs die Erde zugleich effektiv starr sei, soli damit nicht behauptet 
werden. Schon Lord Kelvin*) hat versucht, den Grad der elastischen 
Nachgiebigkeit des Erdkorpers auf Grand der thatsachlichen Hohe der 
Fluten abzuschatzen. Wahrend, wie wir soeben sagten, bei einer in der 
Hauptsache fliissigen, also vollig nacbgiebigen Erde die Fluthohe sich auf 
Null reduzieren miifste, wird bei jedem endlichen Grade von elastrscher 
Nachgiebigkeit die Fluthohe einen gewissen Bruchteil derjenigen Hohe 
betragen, die sich auf einer vollig starren Erde ausbilden miifste. 

wie ein Kreisel 'aus festem Stoff; (liber den Yerlauf der kurzeren Nutationen geben 
die Beobacbtungen an unserem Modell keinen deutlichen Aufschlufs). Dagegen 
erweist sich ein Ereisel, dessen Sckwtmgmasse aus einem mit Pliissigkeit gefuilten 
verlangerten Ellipsoid bcsteht, nnter denselben Verh&ltnissen als gSnzlich labil. 
Da die Erde ein abgeplattetea Botationsellipsoid ist, so versteht man, dafs sie in 
ihren Pracessionsbewegtmgen von denen ernes durchaus festen K&rpers auch dann 
nicht wesentlich abweichen wurde, wenn sie mit Flussigkeit gefullt w&xe, vorauB- 
gesetzt, dafs die Erdkruste, so wie wir es ohne merklichen Fehler von unserem 
Modell voraussetzen diirfen, absolut stair ware. 

*) Thomson und Tait, Natural Philosophy It, art. 843. 

44 * 
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Kelyin schatzt you hier aus die Nachgiebigkeit der Erde kleiner als 
diejenige des Grlases imd etwa gleich derjenigen des Stables. Einen 
sehr viei sch&rferen Anhalt fur eine derartige Schatzung werden wir 
ini Folgenden kennen lernen, wo wir uns zur Erklarung der ChandJer- 
schen Periode wenden. 

Es ist das Verdienst yon S. Newcomb *), erkannt zu kaben, dafs 
die Periode der freien Nutationen mit deni Grade der Nachgiebigkeit 
des Erdkdrpers zusammenhangi. Die Eulerscke Periode yon 10 Monaten 
entspricht der Annakme yolliger Starrlieit; zu jedein endlicken Elasti- 
zitatsgrade dagegen berecknet sick eine dayon yersckiedene und zwar 
langere Periode. Umgekekrt lafst sick der Ckandlerscken Periode ein 
bestimmter Elasiizifcatsgrad zuordnen, kei welcker die Periode der freien 
Nntationen gerade die keobacktete Dauer yon 14 Monaten annehmen 
wiirde. 

In. der Litteratur sind diese Yerhaltnisse zuerst in einer Ar- 
beit yon S, S. Hough**) untersucht; in allgemeiner und yertiefter 
Form ist das Problem neuerdings von W. Sehweydar***) behandeli. 
Wir werden die fraglicken Resultate hier auf einfacherem Wege gewinnen, 
indem wir an einen Satz aus Kap. VII, § 8 (pag. 607) anknupfen. 
Dort wiirde bereits die Dauer der freien Nutation oder, was dasselbe 
bedeutet, die Periode der kraftefreien Pracession fur einen deformir- 
baren spkaroidiscken Kreisel berecknet, unter der Annakme, dafs lediglich 
die elastiscken Widerstande den durck die Centrifugalwirkung der Um- 
drehung yerursaekten Formanderungen entgegenwirken, Diese An- 
nalime trifft bei einem Korper yon den Dimensionen der Erde nickt 
zu, weil kier auck die gegenseitigen Gravitationswirkmigen der Teilcken 
wesentlick zu beriieksichtigen sind. 

Wir mussen daker Einiges liber diese Gravitationswirkungen und 
iiber die Art, wie sie sick mit der Wirkung der elastiscken Krafte 
zusammensetzen, yoraussckicken. Wir ordnen die folgenden Erorte- 
rungen in eine Eeike yon Einzelproblemen, 

JSrstes Problem , Eine komogene, incompressible Flussigkeits- 
masse stekt unter dem Einflufs der gegenseitigen Grayitation ihrer Teile 
und wiirde im Rukezustande eine Engel yom Radius B bilden; sie wird 
in Rotation urn eine feste Axe versetzt; die W inkelges chwindigkeit 

*) Monthly Notices Astr. Soc. London (189$), Bd. 52, pag. 336 und Astro. 
Domical Journal Bd. 11, 12, 19. 

**) On the Botation of an elastic Spheroid, Philos. Transactions R. Soo. 
London (1896) Bd 187, pag. 3J9. 

* m ) V erSffentlichungen dea geod&tischen Instituts in Potsdam 1912—1916, 
and Zentralbure&n der intern. Erdmeasung 1921. 
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sei co. Eine mogliche Glei chgew i ch tsform der Flussigkeii ist dann ein 
abgeplattetes Umdrehungsellipsoid, welches die Rotaiionsaxe zur Sym- 
metrieaxe hat (Mac Laurinsches Ellipsoid)* Die EUiptizitat desselben 
wird, unter der Anndhme , dafs dieselbe Mein ausfdllt, durch die Formel 
gegebm 


a) 


6 ca s R 

£l 


wo g die Gr&vitationsbescbleunigung an der Oherflache unserer Plilssig- 
keit bedeuteh 

Den Verhaltnissen der Erde entsprechen die folgenden in Metern 
und Sekunden ansgedriiekten Zahlenwerte: 


(2) 


w 


27 1 


24 • 60 • 60 * 


R 


10\ g- 9,81, 


03 *R _ 1 1 _ 

g 289 * 231 


Bei der Ableitung der Gl. (1) konnen wir, wenn wir uns nicht 
auf die (iibrigens sebr bekannten) For mein for das Potential eines 
Ellipsoides berufen wollen, mit Vorteil an unsere friihere Vorstellung 
des „Erdringes“ anknupfen. Ebenso wie friiher die feste Erde ersetzen 
wir jetzt unsere ellipsoidische Fliissigkeit durch eine Kugel (Radius 
R y Masse M) und einen in der Aquatorebene des Ellipsoides gelegenen 
Ring (Radius R ? Masse m ). Wie wir in § 1 dieses Kapitels sahen, 
wird das Gravitationspotential der Kombination Kugel + Ring in einem 
aufseren Punkte bis zu den Gliedern zweiter Ordnung einschliefslich 
gleich dera Potential irgend einer anderen Massenverteilung von den 
gleichen Haupttragheitsmomenten. Die Tragheitsmomente unserer Fliissig- 
keitsmasse um die Rotationsaxe ( 0 -Axe) bez. um zwei dazu senkrechte 
Axen (y- und x-Axe) seien C, A. Unter der Elliptizitat verstehen 
wir wie friiher das Verhaltnis*) 


C — A 

b = — j— 


Die Masse m des Binges ist nach GL (1) von § 1 folgendermafsen zu 
wahlen: 


( 3 ) 


(P-A) 





*) Neben dieser Definition kommt in der Litteratur die folgende vor: 


a — b 


wo a die grofse, b die kleine Axe des Ellipsoides bedeuiet. Man nberzeugt sich 
leiebt mit Riicksicbt auf pag. 600, dafs fur eine bomogene Massenverteilung diese 
Definition bis auf bohere Potenzen von s mit der xmsrigen nbereinstimmt. 
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wobei wir fur A den Naherungswert A = y MR 2 eingefubrt haben, 
der das Tragbeitsmoment einer Kugel vom Radius R bedeutet. 

1st r der Abstand eines beliebigen aufseren Punktes JR vom. Mittel- 
punkte der Flussigkeitsmasse, so wird das Potential von Kugel und 
Ring in P 

f (M . » jl r d -jL~ 

' \ r r 2 7cJ yi-|-(JK/r) 2 — 2(R/r)sJ’ 
die Integration erstreckt fiber den IJmfang des Ringes. Dabei be- 
deutet $ abnlicb wie pag. 639 die Abkfirzung 

* xx f + yy' + zz 


rR 


wo x, y, 8 die Koordinaten von P, x\ y, z die eines Ringpunktes 
sind. Legen wir die ##-Ebene durch den Punkt P und die x^-Ebene 
durcb den Ring, und nennen 0 den Winkel zwiscben OP und OX, 
so wird 


und daber 


x = t cos 0 , y » 0, z — rsin0, 

x'^Rcostp, y'—JRsmcp, #'=0, 

s — cos 0 cos (p. 


Die Potenzentwickelung der Quadratwurzel liefert abnlicb wie pag. 639: 
1 i . R 

| -L. q 

yi-K-K/r)*— 2(JS/r)s r 

and die Ausfuhrung der Integration 






2 V 


yi + (R/r)* 


= = i + (^(lco,e-4) + 

= 1 + t(7) 2 ( cos20 -1) + 


Daher wird das Potential der Anziehung, wenn wir fur m den Wert 
(3) eintragen: 

y =f M (r + i- v + + 


Wir snchen den Wert von V far die Gberflache der Flussigkeitsmasse, 
deren Gleichung wir sekreiben drtrfen: 

(5> • jR(l-f e(co S ’e--|)), 

(vgl. GrL (2) von pag. 601, wo wir fur den dort definierten mittleren 
Radius m den STaberungswert M nebmen). Wegen der Kleinheit von s 
konnen wir 

•f”s( 1 - c ( cos *0-i)) 
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schreiben. Diesen Wert tragen wir in das erste Glied des Ausdrucks 
fiir V ein; femer diirfen wir in den folgenden no it s behafteten nnd 
daher als blein zu bebandelnden Gliedem des Potentials direkt r — R 
setzen. Es ergibt sicb so: 

(6) V-^( 1 + t—*( 1 -t)H 0 -t) + -)■ 

Die Oberflacbe der rotierenden Fliissigkeit mufs eine Flaehe kon- 
stanten Druckes sein. Daraus folgt nacb den Grundsatzen der Hydro- 
dynamik, dafs aucb die potentielle Energie der auf die Masseneinbeit 
der Fliissigkeit wirkenden Krafte langs der Oberflacbe konstant sein 
mnfs. Diese Krafte sind die Gravitation einerseits nnd die Centrifugal- 
kraft andrerseits. Die potentielle Energie der letzteren ist, fiir die 
Masseneinbeit berecbnet, in einem beliebigen Punkte des rotierOnden 
Ellipsoides : 

U = y co 3 {x % + %/) = y co 2 r 2 eos 2 0, 


also insbesondere in der Oberflacbe des Ellipsoides, wo naherungsweise 
r = R ist, mit einer kieinen formalen Abanderang: 

(7) U=Y &3B * + T C}2Ri ( cosiQ ~i)' 


Damit die Summe V+ U auf der Oberflacbe der Fliissigkeit einen 
konstanten, d. b. von 0 unabbangigen Wert erhalt, ist es notwendig, 
dafs die Faktoren von ^cos 2 0 — ^ (6) nnd (7) entgegengesetzt 

gleicb sind. Dies liefert die Gleicbung: 


(8) 

woraus sicb ergiebt: 


2 fM 
5 B £ 


1 

J 


m*R\ 


5 

4 fM 


Ftihren wir nocb die Gravitationsbescblennigung g an der Oberflacbe 
nnserer Fliissigkeitsro asse ein, namlicb g = fMjR 3 (nahernngsweise), 
so erhaiten wir direkt den oben angegebenen Wert £ ± ans Gl. (1). 

GL (1) ist von Clairant gegeben und bildet eine Grundformel in 
der Theorie von der Figur der Erde. Sie setzt nacb Stokes vorans, dais 
die Aquipotentialflachen der Gravitationskraft allein nnd ebenso die der 
Schwerkraft allein annahemd sphariscb sind. 

Bekanntlicb bezeichnet man diejenigen Fnnktionen von 0, die in 
GL (4) als Koeffizienten der verscbiedenen Potenzen von R/r bei der 
Entwickelung des reziproken Abstandes zweier Pnnkte anffcreten, als 
Kugelfunkfionm *). Eine solcbe Fnnktion ’imd zwar eine „Kngelfnnktion 


*) Grenaner gesagt al.« KugelfidchenfunJctionen. Unier einer raumlichen Kugel- 
funktion versteht man jeden Ansdrnck, der homogen in den rechtwinkligen Koordi- 
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zweiter Ordnung“ ist der obige Ausdruck cos 2 0 — 2/3. Die vor~ 
stebend berecbnete Reibe (6) fiir V stellt, konnen wir sagen, die Ent- 
wiekelung des Potentials nach Kugelfunktionen dar. Ferner baben wir 
in GL (7) aucli den Ausdruck von U nacb Kugelfonktionen geordnet. 
In der Gleiebgewiebtsbedmgung (8) endlicb liaben wir die beiden Terme 
von V und U, weicbe unsere Kugelfunktion zweiter Ordnung enthalten, 
mit einander verglicben und gelangten dadurcli zur Berechnung der 
Elliptizitat. Wir konnen diese Gleiebgewiebtsbedmgung sebematiseb 
folgendermafsen sebreiben, wenn wir mit U 2 und V 2 den betr. Term 
in der Entwickelung von U und V bezeiebnen, wobei wir V 2 fiir die 
Elliptizitat 1 bereebnen und bei der Berecbnung von U 2 , mit Riieksicbt 
daraufj dafs die Centrifugalkraft eine storende Ursacbe von kleinem 
Betrage darstellt, von der Elliptizitat iiberbaupt abseben: 

(9) aF 2 = r 8 , F 2 =4 ^(co^0-|). 


Wegen naherer Ausfiibrung der Tbeorie, insbesondere bei betraebt- 
licben Werten der Elliptizitat 7 miissen wir auf die Litteratur*) verweisen. 

Zweites 'Problem. Eine bomogene elastiseb-feste Kugel voin 
Radius R und der Dicbte p wird mit der W inkelgescbwindigkeit a um 
einen ihrer Durcbmesser gedrebt. Sie gebt dabei in ein abgeplattetes 
Umdrebungsellipsoid iiber, welcbes die Rotationsaxe zur Symmetrieaxe 
hat. Das elastische Yerbalten des Materials sei dadurch bestimmt ; dafs 
wir den Elastizitatsmodul (E) geben und axmebmen, dafs das Material 
incompressibel sei ; dafs also das Poissonscbe Verhaltnis von Quer- 
kontraktion zu Langsdehnung den spezieRen Wert 1/2 babe. Die 
letztere Annabme vereinfaebt die Rechnungen und bat auf das Resultat 
keinen erbeblicben Einflufs. 

Die Elliptizitat des so entstehenden Ellipsoides wird alsdann 

15 QCG* M* 

€ Z 38 J3~ ’ 



Dm aueh bier zunaebst ein Zablenbeispiel zu geben 7 welcbes sicb 
den Verbaltnissen der Erde anschliefst, wablen wir in CGS-Einbeifcen 


5,5 ; 


© — 


2?r 

2TT60 • 60 ’ 


R - -- 10 9 

it 


naten x t y t z ist und der Potentialgleicbung gendgfc. Man be&eblo iibrigens, dafs 
im Gegensatz zu der gewoknlichen Schreibweise der Kugelfunktionen 0 bei nns 
die geograpbisclie Breite nicht die Poldietanz bedeutet. 

*) Ausffikrlicke Litteraturangabe bei A. E. H. Love, Encykl. d.math. Wissensch. 
Bd IY. Art. IS, Nr. 4. In der neueren geophv alkali schen Litteralnr wird ubrigens 
statt des gewohnlicben Elasticity tsmoduis der Torsionsmodul (Schiibfdasfcicitats. 
modul) bevorzugt, der im Falle der Incompressibilitat gleiek E/3 wird. 
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und nehmen E gleicli deni Elastizitatsmodul von Stahl, d. h. rand 
gleich 2,2 • 10 6 (kg Gewicht/em 2 ) = 2,2 • 981 • 10 s CGS-Einheiten. Es 
wird dann 


( 11 ) 


<?© 1 _ 1 
E ~~ 465 


Bei der Ableitung der SI. (10) miissen wir auf die Grundlagen 
der Elastizitatstheorie zuruckgehen. 

Sind Uj v, to die Yerruckungen eines Punktes im Innern der 
Engel naeh den Koordinatenaxen ; w el die Iciztere ebanso wie tinier 1) 
gewahlt werden ; so gilt zunaehst wegen der vorausgesetzten Incom- 
pressibilitat: 

( 12 ) 

Die elastisclien Differentiaigleiehungen nehmen fltr ein incompressible?, 
dareh Centrifugalwirkungen beansprucbtes Material die Form an: 

E A , dp L dlL 
3 1 cx 1 ^ cx 


3u cv | dto 

ix + dy + a* * 


(13) 


0, 


E A .bp , dU, 

At + ~ + u 
4 cy ' by 


0, 


T*"+i f 


dir 2 


9 Tz “ °‘ 


A bedeutet wie ublich die Abkurzung fur den zweiten Differential- 
parameter, j? ist ein von Qrt zu Ort weehselnder allseitiger Druck 7 
welclier so zu bestimmen ist, dais der Bedingung (12) Geniige geleistet 
wire! U 2 bedentet den oben definierten mit 0 variabeln Teil des Po- 
tentials der Centrifugalkraft (s. GL (7)): 

(7') U 2 = Y ra 2 r 2 (cos 2 0 ~ (x e + f — 2z 2 ") . 


Wie man sieht ist U 2 (vgl. die Anm. zu pag. 691) eine raumliche 
Kugelfunktion zweiter Ordnung. Yon dem in (7) zu U 2 binzutretenden 
Terme o 2 r 2 sehen wir im Folgenden ab ? da dieser nur die Grofse, 
nicht die Gestalt der Kugel abandern karrn und bei einem incom- 
pressibeln Material iiberliaupt oime Einflufs ist. 

Die Differentiaigleiehungen (12) und (13) sind noch zu erg*anzen 
durch die Bedingungen dafur ; dafs die Kugelffache eine kraftefreie 
Oberflache ist. Sie besagen, dafs die auf jedes Oberflachenelement 
wirkenden Spannungen nach alien drei Ko ordinatenrichtungen ver- 
schwinden mussen. In den Verruckungen u, v, w geschrieben lautet 
die Bedingung fur die rc-Riehtung : 


cos («> *) + -f + §9 cos ( n ’ y) 

(du , dw ' 


, E (du . dw\ / \ a 

+ T(FJ + ^) co8 ( w ^) = 0 5 
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da fur die Kugel cos (n, x) : cos (n, y ) : cos (n,#) = x : y : 8, konnen wir 
bierfur sckreiben: 


du 


du 


j - y ~r\ f“ & 

dx ^dy 


du 


du 


dv 


dw 


3 p 


8z + * ti + yjz + 5 sx = _ ~i x - 


(14) 

Die auf die y- und #~Richtung beziiglichen Bedingungen folgen aus 
(14) durct cyklische Yerfcausclinng von (xy z), ( uvw ). 

Wir behaupten nun, dafs den Gleichungen (12) bis (14) bei ge- 
eigneier Wahl der Konstanten a, y durch den folgenden Ansatz 
geniigt wird: 


(15) 


d Pg I n o 3 . d r o TT \ 

u = e-jJ + + yjr-(r 2 U,), 


V = cc 


dx 

dU* 

dy 

oU t 


dx 




cy 

idU, 


ox 


dz 


dz 


welcher somit die vollstandige Losung des gestellten Problems enthalt. 

Bei dem folgenden Beweise werden wir des ofteren von den 
nachstehenden Regeln Gebrauch zu macben haben, welclie unmittelbar 
ans der Definition der Kugelfonktionen und ihrer Homogenitat folgen: 

A0.-0, + + = 

Wir tragen den Ansatz (15) zunacbst in die Gleichung (12) ein 
und erhalten: 

fj+u+K-w+ w >') c ’>- o i 

biernacb ist 

(16) § = ~\y 


zu wahlen. Indem wir auf die erste der Grleichungen (13) ubergehen, 
berecbnen wir nach. (15) und (16): 

A»- (10/1 + 14,) || 81, U- 

Es mufs also nach. (13) sein: 


dp 

dx 


-(7 Ey 


V du ± 


entsprechend ergiebt sich 


dp 

dy 


(7 Ey — Q) 


dU % 
dy ’ 


dp 

dz 


(TEy- 




Wir Bchlieften hieraus, indem wir von der Hinzufiigung einer Inte- 
grationsionstanten absehen: 


(17) 


p-(?Ey- 9 )U t . 
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Schliefslich btaben wir die Oberflachenbedingung (14) zu befcrachten. 
Wir bilden zunachst aus (15) 


du . du . Bu 

x— + y*r. + * 


dU* 


fj + » ss + » §r - “ S + ^ ^ + 4 />*' B. + 3 n ! 15 + 6 ,* zr, i 


.ao; 




(xL (14) verlangt also mit Riieksicht auf (17): 

(2« + 4/Jr-+ 6yr 2 ) + (40 + 12y) aZ7 3 = - 3 (7y--|) * Z7 3 . 


Wir tragen far /3 den Wert aus (16) ein und scbreiben, indem wir 
die auf die y- und ^-Ricbtung beziiglicben Gleiebungen hinzufiigen: 

(s«-8 ,t*) ?g + (i - o, 

(2«-8fr*)^ + (l9,-5)^ ! -0. 


Wird nunmebr der Ausdruck (T') fur Z7 2 eingefiihrt, so werden die 
beideu ersten Gleiebungen nach Fortbebung je eines gemeinsamen 
Paktors unter sich identiscb. Unser Gleiehungstripel reduziert sick 
daber auf das folgende Gleiebungspaar: 

2 (2a - 8 yr*) + (l9y - (*» +/ - 2* ! ) - 0, 

— 4(2a — Syr 3 ) + ^19y — ^ (cc 3 + y s — 2g s ) — 0, 


welches in alien Punkten der Kugeloberflache r = J2 erfullt sein soil. 
Es ist dieses nur moglich, wenn 


(18) 2a-8yiR 2 ==0, 19y--^ = 0. 


Durcb diese Gleiebungen zusammen mit Gl. (16) sind die erforderlichen 
Werte unserer Koeffizienten a, fi, y bestimmt; sie lauten: 


(19) 


y = 


3 Q 
19 ~W’ 


0 = 


21 _£_ 
38 E ’ 


— si* 


Gleicbzeitig ist durcb diese Eestimmung der Beweis fiir die Ricbtigkeit 
des Ansatzes (15) erbracbt. 

Es ist nun leicbt, die Elliptizitat des durcb die Deformation ent- 
stebenden Ellipsoides zu berecbnen. Wir bilden zu dem Zwecke den 
Ausdruck fiir die radiale Verruckung eines Punktes an der Oberflaebe 
der Kngel, namlich 

d'R = ~ (ux + vy + we). 
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Nack (15) wird: 

SB - g + 2/3 E + 4yi?) P,, 

also wegen (19): 

( 20 ) 

Andrerseits wird diese selbe Yerrtickung, wenn wir sie aus der Ellipsoid- 
gleidhung (5) berechnen: 

(21) dR^r-R = Bs (cos 3 0 - -J-) • 

Durch Yergleich you (20) und (21) folgt, wenu wir den Oberflachen- 
werl von U 2 ans Grl. (?') entnehmen, in der That der in (10) an- 
gegebene Wert € *= s 3 . 

Wir wollen nocb das Resnltat der Yergleichung von (20) und (21) 
in der folgenden Form darstellen, die uns demnachst von Nutzen 
sein wird: 

(22) eW a -U„ TF 2 = gf (cos* 0-|). 

W 2 bedeutet eine Kugelflachenfunktion , durch welche das elastische 
Yerhalten unserer Kugel charakterisiert wird. GL (22) kann ahnlich 
wle Gl. (9) als Gleichgewichtsbedingung angesprochen werden, da sie 
uns angiebt, bei welcher Abplattung die Centrifugalkrafte durch die 
elastischen Kraffce an der Oberflache gerade aufgehoben wexden. 

Die vorstehenden Resultate sind unter allgemeineren Yoraus- 
setzungen von Lord Kelvin*) abgeleitet worden. Lord Kelvin be- 
trachtet statt ernes incompressibeln einen beliebigen elastischen Korper 
und statt der besonderen Kugelfunktion U 2 eine Storungsfunktion U n 
von der Ordnung w; auch beriicksichtigt er die bei der Erde nach- 
weiebare Zunahme der Dichte nach dem Erdmittelpunkte bin. Durch 
Yoranstellen der einfachsten Annahmen gelang es uns ; die Kelvinschen 
Rechnungen -bedeutend zu kiirzen. 

Drittes Problem . Wir betrachten abermals eine Kugel aus elastisch- 
festem Material, die in der Umdrehung a begriffen ist, berucksichtigen 
aber aufser dem elastischen den von der gegenseitigen Gravitation ihrer 
Teile herriihrenden Widerstand gegen Formanderungen. Bei gleichem 
elastischen Yerhalten wie im vorhergehenden Falle muls die Elliptizitat 
jetzt Heiner ausfallen, weil der Widerstand gegen die Abanderung der 
Kugelgestalt vergrofsert ist. Wir behauptm, dafs sich nunmehr die 
JEUipfizitat am der Formel berechnet **): 

*) Thomson und Tait, Natural Philosophy, Part IT, namentlich art. 834. 
Sir W. Thomson, Mathem. and Phys. Papers, V ol. m, art. 45. Vgl. auch A.E.H.Love, 
Elasticity, Cambridge 1892, Chap. X. 

**) Thomson und Tait, Natural Philosophy, art. 840. 
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wo s t und £ s dureb GL (1) und (10) bestimmt sind. 

Der Beweis ist in den GL (9) und (22) enthalten. Wenn allein 
die Gravitation oder allein die Elastizitat den Centrifugalkraften ent- 
gegenwirkt, fanden wir: 

(24) h V a = Z7 2 bez. a,W 2 = U 2 . 

Wenn beide Widerstande zusammen das Gleicbgewiebt gegeniiber den 
Centrifugalkraften hersiellen., lautet die Gleicbgewicbtsbedingung, nnter 
e 3 die nunmehrige Elliptizitat yerstanden: 

e z ^2 + £ s ^2 ~ ^2 * 

Dividieren wir- diese Gleicbung dureb e s U% und driicken wir die 
Yerbaltnisse F 2 /Z7 2 , W 2 j U 2 nacb (24) dureb e 1 und s 2 aus, so ergiebt 
sicb genau die zu beweisende Gleiebung (23). 

Fur eine Yersucbskugel yon mafsigen Dimensionen ist e L aufser- 
ordentlieb grofs gegen s 2 . Aus (1) und (10) ergiebt sieb namlieb 

h. — 19 E 

~ 6 gBg * 

Die Grofse g y welcbe die auf der Oberflacbe unserer Yersucbskugel 
stattbabende, dureb deren Grayitation bewirkte FaUbescbleunigung be- 
deutet, ist mn so viel kleiner als die Fallbesebleunigung auf der Erde, 
wie der Radius der Kugel kleiner ist als der Erdradius f (gleiebe mittlere 
Dicbte von Kugel und Erde yorausgesetzt). Aus dieser Kleinteit von 
g sowie aus der Grofse yon E folgt, dafs a 2 gegen a t> also 1 fa x gegen 
l/a 2 vemacblassigt werden kann. GI. (23) besagt in diesem Falle 
d. b. unter Laboratoriumsverbaltnissen konnte man bei der 
fraglichen centrifugalen Deformation von dem Einflufs der Gravitation 
kurzweg abseben. Mit Yergrofserung der Dimensionen der Kugel nimmt 
aber eje^ quadratiscb ab; bei einer Kugel von der Grofse der Erde 
and der Elastizitat des Stables ist dementspreebend lja t =« 231 gegen 
1 jh % «= 465 niebt mebr zu yemacblassigen. Die Elliptizitat einer 
solcben Kugel ware daber nacb (23) zu bereebnen und wurde rund 
1/700 betragen, also wesentlieb kleiner sein, wie wenn die Elastizitat 
allein der Centrifugalwirkung entgegenarbeiten wurde. 

Man mufs aber niebt glauben, dafs die beobaebtbare Ellipti- 
zitat der Erde in dem bier erorterten Sin ne dureb die gemeinsame 
Wirkung yon Gravitation und Elastizitat bestimmt wiirde, so dafs 
ibre Bereebnung unter Zugrundelegung eines geeigneten Elastizitats- 
grades E nacb der Formel (23) zu erfolgen batte. Wir miissen uns 
vielmelir vorstellen, dafs die Erde einst, so wie die Sonne jetzt, in 
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fenrig-fiussigem Zustande war. * In diesem Zustande konnte nur die 
Gravitation der Centrifugalwirkung das Gleicbgewicbt balten. Die 
Elliptizitat mnTste also a 1 =5a 2 R/4 c g betragen. Bei allmablicher 
AblmHung der Erdmasse trat alsdann Erstarrung ein und zwar nacb der 
Schilderung, die Lord Kelvin von diesem Yorgange entwirft, dureb 
einen verbaltnismafsig raschen Prozefs. Die Elliptizitat der nunmehr 
festen Erdform stimmte dabei, darf man annebmen, im Wesentliehen 
mit der der fruberen Flussigkeitsform uberein. In dieser Form ist die 
Erde ; bei gleicbbleibender Rotation co : spcmnungsfrei. Die Erde be- 
findet sicb in dieser abgeplatteten Form in ibrem natiirlicben Zustande; 
elastiscne Krafte treten nur auf ; sofern dureb Abanderung der Rotations- 
verbaltnisse oder dureb anderweitige Krafte eine Abanderung dieser 
ursprunglicben Form angestrebt wird, wobei die elastiseben Krafte in 
dem Sinne wirken werden, dafs sie jene spannungsfreie Form wieder- 
herzustellen sueben. 

Es folgt bieraus, dafs man aus der beutzutage beobaebtbaren 
Elliptizitat iiber die elastiseben Eigenscbaften des Erdkorpers un- 
mittelbar niebts entnebmen kann. Die Sacbe liegt bier anders wie 
bei der oben erwabnten Yersucbskugel, deren natiirlieber Zustand bei 
niebt vorbandener Rotation die Kugelform sein sollte, bei der also 
elastisebe Wider stande auftreten, wenn dureb die Centrifugalwirkung 
diese Kugelform abgeandert wird. Infolgedessen wird sicb in der 
Gestalt der rotierenden Yersucbskugel der Einflufs der elastiseben 
Krafte und zwar bei mafsigen Dimensioned wie wir saben, in vor- 
berrsebeuder Weise auspragen; dagegen legt die tbatsaebliebe Gestalt 
der Erde bei normaler Rotationsgescbwindigkeit m nur von der Gra~ 
vitationswirkung Zeugnis ab. 

Viertes Problem. Indem wir uns den bei der Erde vorliegen- 
den Verbaltnissen um einen weiteren Sckritt nabern, geben wir jetzt 
von einem in der XJmdrebung co begriffenen abgeplatteten Ellipsoid von 
der Elliptizitat a t aus, welcbes aus gravitierendem, elastiseben Material 
bestebt und sicb in dieser Form und Bewegung im spannungsfreien 
Gleicbgewieht befindet. Wir fragen, welebe Elliptizitat a es annebmen 
wiirde, wenn die Rotation aufhort. Diese Elliptizitat wird jedenfalls 
kleiner sein als s L ; dabei wird die Gravitation die Verkleinerung der 
Elliptizitat begiinstigen, die Elastizitat ibr widersteben\ 

Wir hehaupten, dafs sick die gesuchte Elliptizitai a mittels der 
fruher (GL (1) und (9)) berechneten Elliptmtdten s 1 und a 2 folgender- 
mafsen ausdriickt: 


( 25 ) 



£ = 
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Daneben merken wir nocb den Untersebied der Elliptizitaten in dem 
spannungsfreien Zustande bei der Rotation co und dem Zustande nacb 
Aufboren der Rotation an. Dieser Untersebied beifse a\ er betragt 
naeb (25) 


(26) 


— {• £% 


Den Beweis fiihren wir auf doppelte Art: 

a) In dem uaturlieben Zustande des Ellipsoides (Rotation co, Ellipti- 
zitat £ x ) beiTscbt Gleicbgewicbt zwiseben Cen trifugalkraf ten und Gravi- 
tation. Kacb (9) gilt daber fur diesen Zustand: 


hY% = Pa- 
in dem deformierten Zustande (Rotation 0, Elliptizitat a) baben wir 
dagegen Gleicbgewicbt zwiseben Gravitation und Elastizitat. Da die 
elastiseben Krafte nacb dem spannungsfreien Zustande (Elliptizitat e t ) 
binstreben, ist die elastisebe Wirkung jetzt zu messen durcb den 
Untersebied a ' der Elliptizitaten und wind gegeben durcb a'W 2 . Das 
Gleichgewicht zwiseben Gravitation und Elastizitat erfordert 

aV 2 = a W 2 oder aV 2 = (a ± — a) W 2 . 

Wir dividieren diese Gleiebung durcb U 2 und setzen nacb (9) und (22) 
VJU 2 = 1/^, W 2 / U 2 = 1 Ja 2 . Dann ergiebt sicb 



was xnit GL (25) ubereinstimmt. 

Indem wir direkt an die oben gefundene Losung unseres dritten 
Problems anknupfen, konnen wir aucb folgendermafsen scbliefsen: 

b) In dem spannungsfreien Zustande a ± des rotierenden Ellipsoids 
denken wir uns die Centrifugalkrafte gegen die Gravitationswirkungen 
gestricben. Um zu dem rotationslosen Zustand a iiberzugeben, baben 
wir die Centrifugalkrafte im umgekebrten Sinne (also centripetal), 
sowie den Untersebied der Gravitationskrafte gegen jenen fruberen 
Zustand im umgekebrten Sinne (oder centrifugal) an unserem Ellipsoide 
anzubringen. In dem gleicben (centrifugalen) Sinne wirken die elasti- 
seben Krafte, die ja den Zustand a 1 berzustellen streben. Mitbin 
wirken bei dem Ubergange von dem Zustande s ± zum Zustande s , d. b. 
bei der Elliptizitatsanderung a', die elastiseben Krafte und die Unter- 
sebiede der Gravitationskrafte zusammengenommen den dem Sinne 
nacb umgekebrten Centrifugalkraften entgegen. Die so entstebende 
JLnderung s der Elliptizitat kann daber unmittelbar nacb GL (2B) 
bereebnet werden; wir erbalten: 
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was mit (26) ubereinstiromt. — 

Nacb Erlecligung dieser vier vorbereitenden Probleme geben wir 
nun. auf den eigentlicben Oegenstand dieses §, die JErlddmng der 
Chandlerschen Periode, ein. Dabei erinnern wir uns der Resultate aus 
Kap. YII, § 8, betreffend die Nutationsperiode*) eines Kreisels you 
deformierbarem Material und nabezu kugelformiger Gestalt. Wir saben 
pag. 60 7_. dafs diese sicb aus der „urspriingliclieu“ Elliptizitat s ; die 
der Kreisel im Ruhezustande bei der Rotation Null baben wurde, und 
nicbt aus derj enig en Elliptizitat berecbnet, die das in Rotation begriffene 
Spbaroid aufweist und die wir E = s -f- s' nannten. Die Form el lautete 
(vgl. 01. (12) von pag. 607): 

. Q Nutaticmsp eriode 

U mdr ehungs dan er e 

Im Falle der Erde ist die Emdrehungsdauer gleicli einem Tage, s be- 
deutet diejenige Elliptizitat, die die Erde bei der Rotation Null an- 
nebmen wurde, ist also nacb Grl (25) zu berecbnen. Die Elliptizitat 
E des rotierenden Kreisels ist im Palle der Erde mit % zu identi- 
fizieren; die Differenz beider Elliptizitaten wurde im Yorstebenden 
sowohl wie friiber mit e bezeicbnet. Dabei bestebt der Unterscbied, 
daJfe wir uns f r ub er diese zusatzlicbe Elliptizitat £ allein durcb die 
elastiscnen Eigenscbaften des Kreisels bedingt dacbten, wabrend sie 
bei der Erde im Sinne der Grleichung (28) aus den elastischen und 
Grayitationswirkiingen zusammen bervorgebt. Die Anwendbarkeit unserer 
fruheren Uberlegungen wird dadurcb nicbt beeintracbtigt ; denn es 
wurde bei jenen lediglich das Yorbandenseii} einer Deformation uben 
baupt, nicbt die Dmstande, unter denen dieselbe zustande kam, in 
Redlining gesetzt. Ebensowenig macbt es fiir die mecbanisehe Re- 
tracbtung etwas axis, dafe wir frfiber den Kreisel im rotationslosen 
Zustande £ als spannungsfrex, im Zustande e + s dagegen als elastiscb 
beansprucht ansaben, wabrend umgekehrt die Erde im Zustande 
= £ + spannungsfrei ist und in deni daraus abgeieiteten, gedacbten, 
rotationslosen Zustand s yon elasiiscben Spannungen ergriffen ist, in 
solcbem Mafee, dafs sie yielleicht unter dem Einflufs dieser Spannungen 
zerbersten wurde. Denn es kann uns fur die Bestimmung der Be- 
wegung eines Korpers gleicbgiiltig sein, ob an dem Korper ein Kraft- 
system binzugefiigt oder fortgenommen wird, vorausgesetzt, dafs sieb 
dasselbe am Korper das Gleicbgewicbt bait. 

*) Wegen der Benetmung (freie Nutation = kraffcefireie Precession) vgl den 
Anfang von § 8, p. 599 unten. 
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Nach Gleichung (29) raid (25) wird nun die Periode der freien 
Nutation der Erde, in Tagen ausgedriickt, gleich 


(30) 



Ware das Material der Erde absolut starr (itr Elastizitatsmodul un- 
endlich grofs, also ===== 0), so ware die Nutationsperiode aus der 
Elliptizitat der rotierendm Erde zu berechnen und gleich 1 fs t . 1st 
aber die Erde elastisch nachgiebig (Elastizitatsmodul endlich, > 0) ; 
so kommt es auf die Elliptizitat der rotaMonslos gedachtm Erde an 
und es tritt zu 1 / € x ein Zusatzglied hinzu. Die dastische Nachgidbigkeii 
der Erde verldngert also die Periode der freien Nutation , und zwar in dem 
Yerhaltnis 1 + : 1. Legen wir beispielsweise der Erde den Elasti- 

zitatsmodul des Stables bei, so ergiebt sich fur dieses Y ergrofserungg- 
Yerhaltnis: 


1 + 


231 

466 


1 , 5 . 


Setzen wir die Nutationsperiode der absolut starren Erde (Eulersche 
Periode) gleich 10 Monaten, so folgt als Nutationsperiode einer Erde 
yob der Elastizitat des Stables die Zeitdauer von 15 Monaten. Da 
andererseits die Beobachtung eine Nutationsperiode yob 14 Monaten 
(Chandlersche Periode), also gegenuber der Eulerschen ©in Yergrofeenmgs- 
verhaltnis you 1,4 ergeben hat, so schliefsen wir, dafs fiir das Material 
der Erde 



gelte. Hieraus koanen wir den effektiven Elastizitatsgrad der Erde 
entnehmen. Es ergiebt sich 

0,4 ^ 1 
! 231 578 * 


' 0,4 


Nach GL (10) ist die Grofse £ 2 dem Elastizitatsmodul des betr. 
Materials umgekehrt proportional und nach GL (11) gilt fur Stahl 
% ==1/465. Mithixx berechnet sich der Elastizitatsmodul der Erde 
gleich dem 578/485 -f&chen, cl h. gleich dem 1,24 -f&chen des Elasti- 
zitatsmoduls you StahL Wir brauchen also der Erde mzr einen sehr 
geringm Grad von elmiischer Nachgiehigheit mmschreihm, uni die Yer- 
Idngerung der Eulerschen in die Chandlersche Periode auf diesem Wege 
i m erkldren: Die Erde mufs ihrem durchschniUlichen elasiischen Ver- 
halten nach noch etwas wmiger nadigiebig sein als Stahl 7 oder emm 
nock etwas hoheren Elastimdtsmodul besUmn wie dieser. 

Bei dieser Schlufeweise bedarf noch ein Punkt der Erl&uterung. 
Der angegebene Wert (30) fur die Nutationsdauer der Erdaxe ergiebt 
unter der Annahme der Starrhelt ($ % « 0) die Periode 1/%** 231 Tage. 


Kieia-Sosaraarfeld* Xssriselbeweguag. HI. Aufl. 


45 
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Diese Period© ist yon der Eulerschen yerschieden und betragt noch 
nicht 8 Monate* Der Grand dieser Yerschiedenheit liegt natilrlich 
darin, dafs die wirkliche Elliptizitat der Erde yon derjenigen yer- 
sciiieden ist, die wir unter der Annahme homogener Massenyerteilung 
auf hydrodynamischem Wege berechnet haben. Im Vorstehenden haben 
•wir uns offenbar eine gewisse Xnkonsequenz ztl Schulden kornmen lassen, 
indent wir das Vergrofserungsyerhaltnis 1 -f sj s x aus der theoretischen 
Formel (30) bestdmmten, dagegen die hlutationsperiode bei starrem 
Yerhalien der Erde gleich der Eulerschen Periode setzten, welcbe 
mittelbar aus den astronomischen Beobachtungen liber die Pracession der 
Erde entnommen wird. Diese Inkonsequenz lafsi sich nachtraglich 
folgendennafsen rechtfertigen. 

Der theoretische Wert 1/231 nimmt auf die Ungleichformigkeit 
der Massenyerteilung im Innern der Erde keine Riicksicht und stellt 
nur eine obere Gfrenze ftir die Elliptizitat der Erde dar, deren mittlere 
Dichte erfahrungsgexnafs yiel grofser ist als ihre Oberfiachendichte. 
Thatsachlich ist denn ancb die wirkliche Elliptizitat der Erde (1/304 
nacb den astronomiscben Beobachtungen, ygl. pag. 663) oder die wirk- 
liche Abplattung (1/298 naeh den geodatischen Messungen) kleiner als 
der fur homogene Massenyerteilung berechnete Wert 1/231. Anch ist 
es klar, dafs bei inhomogener Massenyerteilung der Begriff der Ellipti- 
zitat selbst insofern unbestiinmt wird, als die beiden pag. 689 genannten 
Definitionen alsdann zu yerschiedenen Zahlenwerten fuhren mils sen. 
Die eine im Text gegebene Definition konnten wir als Massen ~ Ellipti- 
ziidL die andere in der Anmerkung gegebene sum Unterschiede dayon als 
Abplattung oder als Oherflachm-Elliptizitat bezeichnen. Zahlreiche Enter- 
suehungen yonRadau, Callandreau, Poincare und alteren Forschern 
beschaftigen sich mit der Frage, wie das (als stetig yorausgesetzte) Gesetz 
der Dichtigkeitszunahme nach dem Erdinnern beschaffen sein mnfs, damit 
es mit der erfahr ungsmafsigen Massen- und Oberfiachenelliptizitat, so wie 
mit der erfahrungsmafsigen mittlerenErddichte yertraglich wird. Wir yer- 
weisen dieserhalb auf die zusammenfassende Darstellung yon Tisserand*), 
dessen Bericht hinzuzuffigen ist, dafs E. Wiechert**) die einschlagigen 
astronomischen und geodatischen Daten zu einer bemerkenswerten 
Theorie des Erdinnern zusammengearbeitet hat, gegen welcbe allerdings 

*) Tisserand, Mecaniqne cdlesie, t. 2 y chap. XIY, insbesondere art. 110—112, 

**) E. Wie chert, Die Massenverfceilnng im Innern der Erde, Gottinger 
Nachrichien 1897, pag. 221. Ygl. auch G. H. Darwin, Monthly Notices of the 
It. Astr. Soc. London YoL 60 (1899) Nr. 2. Die Ergebnisse yon Wie chert nnd 
Darwin werden verglichen von F. E. Helmert, Sitzungsberichte der Akademie 
d. Wiss. Berlin 1901, p. 328. 
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in nenerer Zeit namentlich you Schweydar Bedenken erfaoben worden 
siiid. In dieser Theorie wird die Erddiehie als sprnngweise veranderlich 
angesetzt, die Erde namlich als ans einein dichteren Metallkern und einem 
weniger dicbten Gesteinsmantel bestehend angenommen, welche you 
einauder dureb erne salifliissige Zwisehenschicht getrenni werden. 
Die Grofsen- und Massenverhaltnisse von Kern und Mantel lassen sieh 
dabei so bestimmen , clafs sowobl die Massen- wie die Oberflachen- 
elliptizitat ricbtig herauskonimen und dafs die Oberfiaebe des Mantels 
genau und die Oberfiaebe des Kernes nahezu dem spaimitngsfreien hydro- 
dynamiscben Gleichgewicht entspriebt. Wir erwafanen diese Arbeiten 
bier, uni begreiflicb zu machen, dafs dureb geeignete Annabmen fiber 
die Massenverteilung der tbeoretisebe Grenzwert 1/231 tbatsaeblieb 
in den beobaebteten Wert der Massenelliptizitat 1/30-1 sowie in den 
beobaebteten Wert der Abplattung fibergefiihrt werden liann 7 dafs sicb also 
insbesondere die Massenelliptizitat wegen der Inbomogenitat der Exde ira 
Yerhaltnis 231/304 vertleineri In dem umgekelirtenYerbaltnis mills sicb 
darn die der starren Konstitution entspreebende Kutationsperiode ? die ja 
der Massenelliptizitat umgekebrt proportional war, yergrofsem und es liegt 
nabe anzunehmen, dafs sicb in eben diesem Verbaltnis aucb die der wirk- 
lieben elastiseben Konstitution entspreebende N utationsperio de gegen- 
fiber demjenigen Wert, den sie bei bomogener Massenverteilung theo- 
retiscb baben wiirde , vergrofsert. Diese Annabme lag' unserer obigen 
Erklarung der Cbandlersehen Periode stillscbweigend zu Grande, bei 
der wir niebt von der fur bomogene Massenverteilung giiltigen Nuta- 
tionsperiode lje 1 » 231 ; sondem von der wegen der Inbomogenitat 
grofseren Eulerscben Periode von 304 Tagen ausgingen, die wir als- 
H arm wegen der El&stizitat der Erde mit dem aus den theoretischen 
Werten von s 1 und s 2 bereebneten Yergrofserungsverbaltnis 1 + hi h 
multiplizierten. Aucb in der oben zitierten Arbeit yon Hough 
wird mangels anderweitiger sioherer Unterlagen die gleicbe Annabme 
gemaebt. 

Dabei soli niebt geleugnet werden, dafs unsere Resultate sieb 
ursprfinglieb auf ein homogenes Ellipsoid bezogen und dafs ihre 
tjbertragimg auf die inbomogene Erde notwendig mit einiger XJn- 
sieherheit verbunden ist. 

Diese TJnsicberbeit betrifft aber nur clic quantilativen Angaben, 
niebt die qualitativen. Wie Schweydar gezeigt bat, findet man bei Be- 
rucksiebtigung vari&bier Dicbtigkeitsv erteilu ng im Erdinnern ffir 
den durchscbnittlieben Elastizitatsmodul der Erde einen etwas ande- 
ren Zahlenwert als den oben angegebeneu. Dagegen bleibt das all- 
gemeine Resuit&i, dafs die Periode der freien Nutation durch 

45 * 
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die Elastizitat der Erde verlangerfc wird and dafs fur einen gewissen 
Grad der Nacbgiebigkeit die Eulerscbe in die Cbandlersehe Periode 
Gbergeht, bei allgemeineren Annahmen iiber die Massenverteilung uad 
die Struktnr des Erdinneren besteben. 

Zum rollen Yerstandnis der Polschwankungen (oder genauer ge- 
sagt, des 14-monatlicben Bestandteils derselben) wird es beitragen, 
wenn wir scblielslich noeb die im yorigen Kapitel, § 8, gegebene all- 
gemeine Scbilderung der Bewegung eines deformierbaren Kreisels auf 
die Yerhalfcnisse der Erde ubertragen. 

Bei normaler Lage der Rotationsaxe, wo dieselbe mit der polaren 
Haupttragbeifcsaxe zusammenfallt, rotiert die Erde gleicbformig nm 
diese Axe mit der Abplattung 1/298. Der Unterschied des aquatorialen 
and des polaren Erdradius befcragt dabei JR l 298, wo JR den mittleren 
Erdradins bedeutet, oder rand 21km. Jetzt werde die Rotafcionsaxe 
durcb irgend welcbe TJmstande abgelenkt. Die Elliptizitat der Erde 
bleibt dabei dieselbe (rgl. pag. 603), nicht aber die Lage der Haupt- 
tragbeitsaxen (vgl. Pig. 90 auf pag. 602). Die Erdmasse weicht nam- 
lich bei festgebaltener Form des Erdellipsoides nacb der Seite der 
abgelenkten Rotafcionsaxe hin aus. Dabei stellt sie sieb aber nicbt 
symmetriscb um die Rotafcionsaxe selbst ein, sondern nm eine Axe, 
die augenblickliebe Hanpttragbeitsaxe, die zwiscben der ursprunglicben 
Hanpttragbeitsaxe and der augenblicklicben Rotafcionsaxe liegt. Und 
zwar teilt -diese Axe den Winkel (8 in Fig. 90) zwiscben der ursprOng- 
lichen Hanpttragbeitsaxe and der angenblicklichen Rotationsaxe nacb 
Gl. (6) yon pag. 603 im Yerbaltnis s' /{s -f s'). Da s=s i — s war, 
kann das genannte Yerbaltnis ancb gescbrieben werden: 1 — e/e l . Nun 
bestimmte 1/s die Daner der Cbandlerscben, l/e 1 die der Eulerschen 
Periode. Mifcbin wird 
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1st e die Ablenkung deg augenbKeMieben Rotationspoles auf der Srd- 
oberflacbe, so ist die Ablenkung des augenblicMichen Tragbeitspoles 
2e/7„ Aus den Beobaebtungen entnahmen wir pag. 877, dafs e im 
Mittel 4 m beiragfc; die Ablenkung des Haupttragbeitspoles wird daber 
nur 1,1 m. Wnrde der augenbKckliebe Rotationspol einfacb einen 
Kreis Tom Radius 4 in in 14 Monsten nm den ursprunglicben Haupt- 
tragbeitspol, den geometriscben Pol, bescbreiben, so miifste der augen- 
blickliebe Tragbeiispol in derselben Zeit und im gleichen Umlanfesinne 
einen Kreis vom Radius 1,1 m nm denselben Mittelpunkt durehlaufen. 

Die Yerruckung, die ein Punkt der Erdoberflacbe bierbei erf&hrt, 
und die zum Teil in einer Hebung zum Teil in einer Senkung besteben 
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wird, ist aufserst gering. Wir konnen sie aus GL (3) und (5) you pag. 601 
und 602 unmittelbar entnehmen. In GL (3) bedeutet r denjenigen 
Abstand, den ein Punkt auf der Oberflacbe des Spbiroides vom Mittel- 
punkte desselben bei der normalen Umdrebung ca urn die nrsprimgliche 
Hanpttragbeitsaxe bat; GL (5) giebt denselben Abstand bei abgelenkter 
Rotationsaxe. Die Differenz b eider stellt die Yerriickung des Punktes 
xnfolge der Deformation des Spharoides dar; sie betragt, wenn wir 
den friiber mit m bezeicbneten Radius durcb den xnittleren Erdradms 
ersetzen und die Winkelablenkung 8 ais kleine Grofse bebandeln: 

(3) — (5) = Ba (cos 2 © — cos 2 (0 “f d)) = Ba' 8 sin.20. 

In Fig. 90. pag. 602 wird diese Grofse durcb die Dicke desjenigen Streifens 
d&rgestellt, welcben die Umrifsellipse in der deformierten, um & Yerdrebten 
Lage von der ursprlinglicben Umrifsellipse absehneidet. Die grofsie 
Yerrucktmg findet nacb Fig. 90 und der vorangebenden Forme! fiir 
0 ===== 45° statt, wo sin 20 =* 1 wird. Fiir diese Breite konnen wir, 
indem wir nocb B8 f die auf der Erdoberflaehe gemessene Ablenkung 
des Rotationspols, mit e bezeicbneii, die Yerriickung darstellen durcb 

** - (fit - •) * = £ x (i - -J) « - 35i (i - n) e < e • 10” 1 * 

Da e nur 4 m betrug, so wird die grofste Yerriickung eines Punktes 
an der Erdoberflacbe kleiner als 4 mm. 

Mit der Kleinbeit dieser Yerriickung bangt aucb die Geringffigig- 
keit der Lotscbwankung zusammen, die durcb die Deformation der Erde 
bervorgerufen wird. Wir bestimmen einerseits nacb GL (3), andrer- 
seits nacb GL (5) von pag. 601 und 602 den Winkei, welcben die Nor- 
male an das Erdellipsoid mit der Verbindungslinie des fraglicben Ortes 
nacb dem Mittelpunkte der Erdfigur bin bildet Dieser Winkei ist (bei 
Yertauscbung von Winkei und Tangente): 

JL_ dr 

r dB 

und wird in erster Naherung 

nacb (3) • • * — (s + s) sin 20, 

nacb (5) — s sin 20 — s sin 2 (0 + d). 

Der Unterschied beider Winkei, welcber gleicb der Sicbtungsanderung 
der Lotlinie ist, ergiebt sicb daber m 

s'(sin2(0 + d) — sin 20) = 2a 8 cos 20. 

Die grofete Lotscbwankung findet biemacb in tJbereinstimmung mit 
Fig. 90 fiir 0 = 0 und jr/2, d. k an den Polen und am Aquator statt 
und betragt 
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Da soeben s'<10~ 8 gefanden wurde , so wird die grofste Lotsebwankung 
kleiner als der 500 te Teil der Ablenkung der Eotationsaxe. Da letztere 
nacb Fig. 104 yon pag. 676 kleiner als 0" ? 3 war, so wird die Lot- 
ablenkung jedeufalls kleiner als 0" 0006, eine Grofse, die der Beobach- 
tung unter keinen Umsianden zuganglicb sein diirfte. — 

Endlicb xnoge nocb auf den Einfiufs bingewiesen werden, den 
das Wasser der Ozeame auf die Lange der Nutationsdauer moglicber- 
weise ausiiben kann. Ware die Erdoberfiacbe yollig mit Wasser be- 
deckt, so wiirde sicb dieses, da es dem Einflufs der Centrifugalkrafte 
frei zu folgen vermag, symmetrisch rings um die augenblicklicbe 
Eotationsaxe einstellen. Wir batten da nn im Anscblufs an Fig. 90 zu 
unterscbeiden: die Oberflacbe der Fliissigkeit, welcbe bei einer Ab- 
lenkung der Eotationsaxe um den vollen Winkel S gegen ihre urspriing- 
licbe Lage verdrebt wird, und die Oberflacbe des festen Erdkemes, 
welcbe nur um den pag. 603 bestimmten Brucbteil yon S nacb der 
Seite der Eotationsaxe yerscboben wird. Die ausgiebigere Ablenkung 
der Flussigkeitsoberfiache wiirde die Dauer der freien Nutation ibrer- 
seits verlangern; es wiirde daber ein Teil der Abweicbung zwiscben 
der Cbandlerscben und der Eulerscben Periode durcb das Verhalten 
der Fliissigkeitsbedeckung erklart werden miissen und nur der Rest 
auf die Elastizitat der Erde kommen. Die Naebgiebigkeit der Erde 
wiirde sicb auf diese Weise nocb kleiner oder ibr durcbscbnittlicber 
Elastizitatsmodul nocb grofser ergeben, als er oben gefunden wurde, 
wo wir jene gauze Abweicbung auf Rechnung der Elastizitat der Erde 
setzten. In Wirklicbkeit wird nun aber die Erdoberfiacbe nicbt voll- 
standig, sondem nur etwa zu 2 / s yon Wasser bedeckt und die Beweg- 
licbkeit des Wassers wird in komplizierter Weise durcb die Form der 
Kontinente bescbrankt. Desbalb diirfte es kaum tbunlicb sein, den 
Einflufs der Ozeane auf die Nutationsperiode der Erdaxe a priori ein- 
wandsfrei abzuschatzen. Vielmebr wird man abwarten mussen, bis ein 
reicblicheres Beobacbtungsmaterial fiber die den Polscbwankungen ent- 
sprecbenden Wasserbewegungen yorliegt. Bereits auf pag. 684 wurde 
auf die Flutwellen yon 14-monatlicber Periode bingewiesen; wenn die 
Existenz derselben sicber festgestellt und ibre Grofse ungefabr be- 
stimmt ist, wird die Aufgabe entsteben, aucb den Einflufs dieser Fluten 
auf das Problem der freien Nutationen der Erdaxe anzugeben. 

§ 8. Die P olsoliw ankungesi von jahrlicher Periode. Massentransporte 

xmd. Mutreibung. 

Mit der ErkTarung der Cbandlerscben Periode ist nur eine Seite 
des Problems der Polscbwankungen erledigi. Es ware weiter zu be- 
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grunden. warum neben jener eine jahrliche Peri ode auftritt, die wir aus 
der Fig 105 b herauslassen, und warum auch naeb Abzug der Schwan* 
k us gen dieser Periode ein Restbetrag librig bleibt (Fig. 106) von schein- 
bar gesetzlosen, zufalligen Storungen. Tjberhaupfc verdieut die Frage 
alle Beaehtung, weshalb die Balm des Rotationspoles so komphzierfc und 
teilweise regellos ausfallt, wahrend dock die astronomischen Kutationen 
(vgl § 3 dieses Kapitels sick streng guliigen mathematischen Gesetzen 
fiigen. 

Der Grand kiervon scheint darin zu liegen, dafs die Erde im Sinne 
des vorigen Paragraphen zwar effektiv fest ist, dais sick aber ihre Teile 
bis zu einem gewissen Grade gegen einander verschieben konnen. 
Insbesondere iegt das Vorhandensein der jiihrlichen Periode die An- 
nahme nahe, dais sol eke Verscliiebungen oder „Massentransporte“ 
durcb die Sonnenwarme bedingt werden, also meieorologisehen Ur- 
s.pnmgs sein mogen. Man hat verschiedene meieorologische Ein- 
fliisse zur Erklarung der jahrliehen Polscbwankimgen herangezogeix, 
so den jahrlicben Wecksel in den Sehnee- und Eisablagerungen, 
Meeresstromnngen von jahrlicker Periode und dadurch bedingte 
Wassertransporte, sowie Schwankungen in den Niveauftachen des LufV 
meeres Die letzteren seheinen sick auf Grand der fur den grofsten 
Teil der Erde bekannten Isobarenkarten am ekestea quantitativ be- 
stimmen zu lassen und liefern Massenumlagerungen von uberraschend 
hokem Beirage. 

Wir enfcnekmen die folgenden Angaben einer Untersuchung von 
R. Spitaler*), Bekanntermafsen ist der Luftdruek fiber den Festlands- 
massen im Winter hoker als im Sommer. Baker wird die LuftdruekdifFerenz 
zwischen Januar und Juli auf der nordlichen Halbkugel im Mittel positiv, 
auf der siidlichen negativ sein. Die Verteilung der Druckdifferenzen 
ist dabei natiirlich keine gleichformige, sondem wesentlich verschieden, 
je nackdem die betr. Gegend Festland oder Oze&n ist, und zwar in 
dem Sinne verschieden, dafs die Wasserbedeckung die Luftdrucksctiwan- 
kungen merklick ausgleickt. In Ubereinstimmung mit dieser Uberlegung 
zeigen die Isobarenkarten, dafs sick der Druekuberschufs zwischen Januar 
und Juli auf der nordlichen Halbkugel iiber dem ssiatischen Festlande 
konzentriert, wahrend sick der Druckiibersckuls zwischen Juli und 
Januar auf der siidlichen Halbkugel inselformig iiber die dxei Gebiete: 
Siidafrika, Shdamerika, Austraiien gruppiert. liber die Polargegenden 
ist naturgemafs niohts Sicheres bekannt. Hinsichtlich der Grofse der 


•) Die periodischen Lofhna ss eny er s chiebnn gen nud ibr Einflufs auf die Lagen- 
andenmgen der Erdachse. Petennamis Mitteilungen, Erganzungslieffc Nr. 137 (1901). 
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Druckdifferenzen lebrt die Ausmessung der Isobarenkarten Folgendes: 
Es lagert auf der nordlicben Halbkugel swiscben 0° und 80° nordlieber 
Breite im Januar era Luftmassenbberschuls gegentiber Juli gleicii 
192*5 Knbikkilometer Quecksilber, auf der sudlicben Halbkugel zwiseben 
0° mid 50° stidlicner Breite im Juli em Massenuberscbufs gegenuber 
Januar you 402,2 Kubikkilometer Quecksilber! Da em Eubikkilometer 
Quecksilber die Masse 13,6 * 1(P kg aufweist, so baben wir es bier 
mit Masseuunterschieden zu tbun, die mit der gesamten Erdmasse 
(gleicb mittlerer Dicbte mal A% jR s /3 rund 6 * 10 24 kg) scbon einiger- 
mafseu Yergleicbbar sind*). 

Hinsicbtlieb der durcb Meeresstromungen yerursacbten Masseu- 
transporfce verweisen wir auf eine Abscbatzung you J. Lamp ** ***) ). 

Aufser durcb meteorologiscbe Emfiiisse Baden Massentrausporte 
you kurzer Periode infolge yob Ebbe und Flut uud unperiodische 
MasseaYerscbiebungeu wemi auch yon geringem Betrage durcb Erd~ 
beben, vulkaniscbe Ausbrtiebe, Ablagerungen der Fliisse und durcb 
die sa-kularen Hebungen und Senkungen der Erdkruste statt*^). 

Wir baben uns nun zu fragen, wie solcbe Massentrausporte die 
Bewegung der ubrigen Erde beeinflussen. Wir konnen dabei einen 
indirekien und einen direkien Einfiufs unterscbeiden, einen indirekten, 
durcb die veranderie Massenyerteiluug vermittelten Einflufs, indem durcb 
einen Massentransport die Haupttragbeitsaxen der Erde verlegt werden 
und somit die Lage der Rotationsaxe in der Erde beeinfktlsi wird, einen 
direkten Einfiufs, insofem die Hervorbringung der Massentransporte 
einen Teil des zur Yerfiigung stebenden Gesamtimpulses verbraucbt 
und dadurcb den fur die Erdrotation iibrig bleibenden Impuls nacb 
Grofse und Ricbtung modifiziert. 

Wir geben zunacbst eine allgemeine Scbilderung der fraglichen 
Yerbaltnisse. 

Um den indirekten Einfiufs ernes Massentransportes zu bestixmnen, 

*) Die entsprecbenden LuftdrackdiiFerenzen sind keineswegs grofs. Denken 
ytiz uns z. B. die Gesamtmasse von 192,5 kin 3 Quecksilber auf die Kugekone 
zwiseben 0° und 80° nordlicher Breite gleickmafsig verteilt, so ergiebt aicb eine 
Bedeckung von nur 0,78 ram Hone. Dem genannten Massenuberscbufs auf der 
ndr&lieheii Kugelzone entspriebt daber ein im Januar um 0,78 mm bQherer Bare- 
meterstand als im JulL Ebenso entspriebt dem Massenuberscbufs von 402,2 km® 
Quecksilber auf der genannten sudlicben Kugelzone ein im Juli um 2,08 mm 
bOberer mitfilerer Barometerstand als im Januar. 

**) tJber Niveauscbwankungen der Ozeane als eine mOglicbe Ursacbe der 
Yer&nderlicbkeit der PolbQhe. Astron. Ha^kricbten 126 (1891), Hr, 3014. 

***) Naheres Member vgl. Helmert, Die matbem. und pbysikalischen Tbeorien 
der boberen Geodasie, II, Kap. 5, Leipzig 1884. 
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verfahre man so: Man berechne aus der ais bekaimt anzusehenden 
Lage der bewegten Masse gegen den Erdkorper in jedem Momente 
die Lage der Haupttragheitsaxen in der Erde nnd insbesondere die 
Lage des Triigheitspoles. Wenn letzterer vor deni Mas seuiransp ort 
zufailiger Weise mit dexn install tanen Rotationspol zusammenfiel, wird 
er wahrend desselben nnd nach demselben you diesem versehieden 
sein. Gestattet man sicb, was mit grofser Annaherung z uia ssig ist, 
aie Erde nack wie vor als symxnetrischen Kreisel (mil: gleicben aquato 
rialen Tragheitsm omen ten J zu bebandeln, so besteht die Bewegung des 
Rotaiionspoles aucb nacb dem Massen transport aus einer Uinkreisung 
des Tragheitspoles. Die Periode dieser Bewegimg ist — nnter Voraus* 
seizung der friiber bereclmeten Eiastizitat — die vierzebnmonatlicbe. 
Der Radius des Kreises hangt dabei in erster Linie von der Ver- 
riiekung des Tragbeitspoles, in zweiter Linie von der Geschwindigkeit 
des Massentransportes ab; er bleibt tbeoretiseb solange erhalten, bis 
er dureb neue Massentransporte abgeandert wird. 

Bei der Besprechung des dirckien Emflusses der Massentransporte 
auf den Impuls wollen wir annehmen, dafs miser Massentransport dureb 
innere Krafte bervorgerufen sei, also dureb KrEfte, die innerhalb des 
Massensystems der Erde dem Gesetz der Gleicbbeit von Wirkung und 
Gegenwirkung geniigen. Dana gilt unser fundamentaler Impulssatz von 
pag. 113 fitr die niebtfeste Erde ebenso unumsebrankt wie ftir einen 
starren Korper (vgl eine Bemerkung auf pag. 111). Dieser Satz besagt, 
dafs der Gesamtimpuls des Massensysteips der Erde nach Richtung und 
Grofse im Raume konstant bleibt. Der Gesamtimpuls zerlegt sicb aber 
bier in den Impels des Massentransportes und den der Erdrebtmg. Ist 
der erstere veranderlieb, so mufs es aucb der letztere sein. Mit dem 
Impels der Erddrebung andert sicb im AUgemeinen aucb die Rotations- 
axe der Erde und die Lage des instantanen Pols auf der Erde. Eiel 
dieser vor dem Massentransport mit dem geometrischen Pol znsammen, 
so wird er wahrend desselben von ihm entfernt; bewegte er sicb 
urspriinglicb in eincm Kreise um den geometrischen Pol, so wird der 
Radius dieses Kreises dureb den Massentransport vergrofsert oder 
verkleinert. 

Wir geben nun einige analytisebe Ausfuhrungen hierzu, wobei 
wir die beiden untersehiedenen Einfliisse zunaebst nocb getrennt bebandeln 
und den Stoff in eine Reihe von Einzelproblemen auseinanderlegen. 

Erstes Problem: Eine Masse oder der SchwerpmM eines nieht m 
OMSgedehnten Massensystems m werde von der Sielle X 0 Y 0 Z 0 der Erde 
nach der SteMc X YZ vcrlagert Wie iindert sick dabei die polare Hatvpi- 
tragheitsaxe P 
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Bei der urspriinglichen Lage von m seien die Koordinatenaxen 
Haupttragheiisaxeii. Die Haupttragheitsmoinente heifsen A, B = A, (7; 
die Tragheitsprodukte (vgl. pag. 98) sind Null, Bei der abgeanderten 
tage you m setzen wir die Tragheitsm omente und -Produkte um die 
Koordinatenaxen in folgender Form an: 

A == A -j- & > B = A -j- bp C = C -f- c , 

E - e, f, g. 

Die Grofsen a, . . e, . . . haben die Bedeutung 

ia = m(Y*+z*-Y*-z*),... 

1 ' \e=m(YZ-Y 0 Z 0 ),... 

und sind im Yerhaltnis zu A und C als Heine Grofsen zu behandeln. 
Bei der Bestimmung der abgeanderten Lage der Haupttragheitsaxen 
kniipfen wir nach pag. 100 an die folgende Blache zweiten Grades an: 

{A + a) r + (A + b) if + (0 + c) g 2 - 2e n % - 2f%% - 2gU - 1 . 

Die Hauptaxen derselben, welche zugleich die gesuchten Haupttragheits- 
axen sind, werden durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 

(A-\-a — X)% — grj — f£ = 0 , 

“"<?!> + (A-^-b—Vjyj — et— 0 , 

-ft-eri + (C+c-X)£= 0. 

Hierin ist X so zu wahlen, dafs die drei Gleichungen miteinander ver- 
traglich werden. Ist dieses geschehen, so bestiramen die Yerhaltnisse 
§ : y : t die Lage je einer der drei Hauptaxen. Es ist fiir das Folgende 
bequem, die £, % als die Bichtungskosinus der firaglichen Hauptaxe 

aufzufassen, ihre absolute Grofse also so zu w’ahlen, dafs | 2 + ^ 2 + g 2 = 1 
wird. 

Wir interessieren uns speziell fur die polare Haupttragheitsaxe 
und durfen annehmen, dafs diese nur wenig you ihrer nrspriinglichen 
Richtung, der Z- Axe abweicht. (Fiir die aquatorialen Haupttragheits- 
axen^ ware die entsprechende Annahme unzulassig, weil ihre Lage in 
der Aquatorebene urspriinglich unbestimmt ist und daher durch ©men 
kleinen Massentransport hedeutend abgeandert werden kann.) Wir 
werden also £ und tj als klein Yoraussetzen und £ gleich 1 nehmen. 
Grofsen wie f£, a\ sind dann zu streichen; unsere dritte Gleichung 
ergieht daher einfach X — G + c und unsere beiden ersten Gleichungen 
werden 

(2) (A-C)l = f, (A-O) V = e. 

Die Riehtungsanderung der fraglicben Hauptaxe ist hiemach. auf Grand 
der in (1) angegebenen Werte yon f und e bekannt. Die %, i\ konnen 
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zugleich als die durch die zugehorigen geocentrisciien Winkel ge- 
messenen x und y-Koordinaten des Tragheitspoles angesehen werden. 
Mnltiplmeren wir | und t] mit dem Erdradius B ) so erhalten wir 
direkfc die Verschiebung des Tragheitspoles anf der Erdoberflaclie. 

Urn. ein Zahlenbeispiel zu geben, wollen wir annehmen, die Masse 
m werde anf einem Meridian, den wir znr XZ - Ebene nehmen konnen, 
axis der Breite 0 O in die Breite 0 verschoben. Es ist dann 

e = 0, /’== ^-(siix20 — sm20 o ), ^ = 0. 


Den Ausdnick (2) fur l konnen wir so umschreiben: 


2 - 


A f 
A-G A ' 


Die Grofse A wfirde bei Iiomogener Massenyerteilung durch 
zn bereclmen sein, unter M die Masse der Erde verstanden; der wirk- 
liclien Massenyerteilung entspricht aber besser der Ansatz A = MR 2 /S *). 
Mit Benutzung des bekannten Zahlenwertes von Aj(C—A) folgt 
daraufhin 

| == — 456 ~ (sin 20 — - sin 20 o ). 


Tim eine Ablenkung der Haupttragheitsaxe nm 1" hervorzubringen, 
ist hiernach, werrn z. B. 0 O = — 45°, 0 = + 45° genommen wird, die 
folgende Masse erforderlich: 


m 


180 * 60 • 60 • 912 




Naturlich schlagt der Pol in. demselben Sinne ans wie die Massen- 
verschiebung erfolgte. 

Zw sites Problem: Es finde eine Massenverschiebung statt } derm 
Impuls nach Grofse und Lage im Erdlwrper durch einm ev. vercmder - 
lichen Yektor Ipv fur jede Zeit gegeben ist . Es wird angemmmm, dafs 
die RaupUrdgheitsaxen durch diese Massmverschiebung nicht abgedndert 
werden (s. unten). Welchen Einflufs hat die Massenverschiebung auf die 
Lage* der Rotationsaxe? 

Sehen wir von anfseren Eraften ab imd nebxnen wir an, dafs der 
Massentransport lediglich durch innere Erafte hervorgebracht wird, so 
bleibt der Gesamtimpuls im Ranine konstant. Dieser hat gegen die 
bewegte Erde die Komponenten L + A, M+P, N'+ v 7 werrn LMN 
den Impuls der Erddrehxmg bezeichnet. Mithin gelten nach pag. 140 
die Eulerschen Gleichungen in der folgenden Form: 


*) YgL Helmert 1. c. EE, pag. 473. 
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r(M + i)-q(N+v), 
*U*±&—r(L + A) +p(N+v), 
q(L+X) -p(M+ti. 


Wir sehreiben dafur 


( 3 ) 


-it- rM-qN + A, 
. + pN + M, 

Ar- zL-pM+H, 


indem wir setzen 

A== "'S' + ^“S V ' m ==“17 -rl +pv, N - - ~ + qX ~pp. 


Die Grofsen X , v* sind kleine Grofsen ; wir konnen dalier in den 
vorstebenden Defimtionsgleichungen die p, q ? r durcb ihre Naherungs- 
werte ersetzen, die sie bei ungestdrter Erddrehung baben wiirden, 
d. b. duxcb die Werte p » 0 , £ — Q, r ~ g>. Dadurcb verelnfacben 
sicb diese Gleicbungen wie folgt: 

(4) A = — + C3(i, M = N--4J-. 

Die A, M, N sind hiemach ebenso wie die X, ft, v bekannte Funfe- 
tionen der Zeit und die Gleicbungen (3) lassen die folgende Deutung 
zu: Unser Massentransport vom Impulse X ft v beeinfluJst die Erd- 
drebung in solcber Weise, als ob eine als Funktion der Zeit gegebene 
Drehkraft AM N an dem Erdkorper angriffe. 

Da wir annehmen, dafs die Lage der Hauptaxen durcli den Massen- 
transport nicbt beeinflufst wird, diese also im Erdkorper festliegen, 
konnen wir in (3) L = Ap, M~Aq, N = Cr setzen; aufserdem 
konnen wir in Gliedem, die mit den kleinen Faktoren p oder q be- 
baftet sind, r mit seinem. Naberungswert (o vertauschen. Die beiden 
ersten Gleicbungen (3) lauten dann: 

A^^(A~0)(oq+ A, 

A^~.(C-£)02>+M. 

Die dritte Gleicbuxtg kommt far das Folgende nicbt in Betracbt. 

Wir fassen die GL (5) durch Multiplikation mit 1 und i zu einer 
komplexen Gleicbung 

(6) A 8=3 (C—A) im (p + iq) + A + iM 


(5) 
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zusammen und nekrnen von dem Masseniransport an, dais er ein 
periodiscker sei, dafs also X, v und daker auck A , M, N periodische 
Funktionen der Zeit sind. Diese Funktionen werden wir nack Yiei- 
fachen der Periode in erne F ourierscke Reike entwickeln und ein 
einzelnes Reikenglied fiir sick ketrackten. Fur A + tonnen wir 
dann ganz allgemein den Ansatz macken: 

A + ^ M = a¥ at 4- a,' e~ iai . 

Dem entsprickt als allgemeines Integral von (6): 

(7) p -f- iq = b£ at 4 b r e~ iat 4- c&P*, 

wo e die Integrationskonstante ist und wo zur Abkurzung gesefczt 


wurder 







> = 

0 

1 





A 

<°0 



(8) 

7, — 


a 


ia 1 

V 

iaA — 

- ico (0 — 

-A) * 

~ A p—a> 


y ^ 


a 


ia 1 


if — 

— iccA 

— ia>(C- 

=A)~- 

~ A P+a’ 


e ist ekenso wie vorker a und a ' im Allgemeinen komplex. Die keiden 
ersten Gflieder der rechten Seite von (7) stellen die durcli den Massern 
transport erztvungme Sckwingung ; das letzte (Hied die freie Sckwingung 
der Rotaiionsaxe dar. Erstere erfolgt naturlick im Zeitmafs des Massen- 
transportes, leizter© in der durck den Wert von § angezeigten Periode 
von Aj{0~~~ A) Tagen. Setzen wir letztere nickt gleick der Eulerscken, 
sondern gleick der Ckandlerscken Periode, so berucksicktigen wir damit 
in einfaokster Weise im Sinne des vorigen Paragrapken die elastiseke 
Ifachgiekigkeit der Erde, die sick naturlick auck an dieser Stelle geitend 
macken wird. 

Wie iiborall kei Sckwingungsfragen stofsexx wir kier auf ein ge- 
wisses Resonanzpkanomen, d. k. auf ein© Yerstarkung der Ausscklage 
im Falk der Koincidenz zwiscken der Periode der freien und er- 
zwimgenen Sckwingung. Diese Koincidenz tritt ein, wenn in ungeren 
Bezeicknungen &*** + $ wird, in welckem Falle entweder b oder ¥ 
unendlick grofs wird. Wir messen die fur eine gewisse Frequenz ein- 
tretende Yerstarkung am kesten durck den Yergleick xnit einer sekr 
langsamen Sckwingung (a — 0). Hack (8) ergiekt sick fiir den Koeffi- 
zienten b kei sekr geringer Frequenz kez. fiir das Yerhalfcnis dieses 
Koeffizienien kei beliekiger und kei geringer Frequenz: 

, ia 1 

h 1 

b„ 1 - a/p 


and 

( 9 ) 
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(Dieselbe Formel gilt fur den Koeffizienten V, wenn wir + a mifc — a 
vertauschen; die folgenden Bemerbungen, die wir an den Wert von b 
ankniipfen , ergeben sick ebensowokl aus der entspreckenden Formel 
fur b', wenn wir negative Frequenzen a betrackien, also dem Massen- 
transport den umgekehrten Sinn beilegen.) 

Hat z. B. der Massentransport die Periode eines Jakres und nehmen 
wir als Periode der freien Schwingung, wie verabredet, die Chandlerscke, 
so wird <^//3 = 14/12 und (voxn Yorzeichen abgeseben) bjb 0 = 6. Der 
TJmstand also , dafs die jahrliche Periode nicht sehr weit von der natur- 
liehen Periode der Polschwanhmgen entferni ist, hat mr Folge, dafs 
ein Massentransport von jahrlicher Periode dm sechsmal stdrkere Ab- 
lenkung Jiervorbringt, als ein V or gang, der dieselbe Drekkraft, aber in 
unendlich verlangsamter Zeitfolge auf die Erde iibertragt. Hat der 
Massentransport andrerseits erne sebr kurze Periode, ( a sehr grofs), so 
wird a/p grofs und b a /b 0 klein. Z.'B. wollen wir uns auf den an 
sicb bedeutenden Massentransport bezieken, der relativ zur rotierenden 
Erde mit halbtagiger Periode in der Erscheinung der Ebbe und Flut 
auftritt*). Hierbei ist a/p rund gleick 840 und bjb 0 rund gleich 1/840. 
Ein Massentransport von so harder Periode bringt also bei gleicher Grofse 
der iibertragenen Drehkraft gegeniiber dnem zeitlich unendlich verlangsamien 
Tramporte nur eine verschwindend Meine Wirkung auf die Rotationsare 
hervor. Das Massensystem der Erde ist eben zu trage, um den Ein- 
wirkungen von ganz kurzer Dauer folgen zu konnen; es folgt ©iner 
Storung um so williger und ergiebiger, je naher die Storungsperiod© 
der natiirliehen Periode der Polsckwanbungen liegt. 

ITbrigens tritt dasselbe Resonanzpkanomen aueh auf, wenn wir wie 
in dem ersten Problem dieses § ledigliek die indirekte Wirkung des 
Massentransportes, d. k. seinen Einfiufs auf die Massenverteilung in 
Rechnung setzen, indem durek einen periodiscken Massentransport auck 
der Tragkeitspol der Erde in periodiscker Weise verlagert wird und 
kieraus eine um so starkere Sckwankung des Rotationspoles entstekt, 
je naher die Periode des Massentransportes der natiirliehen Periode 
der Polsckwanbungen liegt. Wir werden unten in einem dritten Problem 
hierauf zurGekzukommen Gelegenkeit kaben. 

Durck den geringen Untersckied zwiseken der jakrlicken Periode 
der meteorologiseken Massentransport© und der freien Sekwingungs- 
periode des Poles ist jedenfalls die Moglichkeit gegeben, dafs ein ver- 
kaltnismafsig sckwacker meteorologiscker Massentransport eine ver~ 

*) AUer dings handeit es sick kierbei um einen durck anfsere Kraffee (Mond- 
anziekung) bewirkten Massentransport, for welcken die gegenwartxge Auseinander- 
setzxmg nickt unmittelbar gilt. 
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baltnismafsig starbe Polschwanlamg zur Folge baben kann, eine Mog- 
liehkeit, die bei dem Studium der Polscbwankungen you jahrlicher 
Period© im Auge zu bebalten ist* 

Es giebt eine Klasse yon Massentransporten, bei denen die bier 
fiir sicb bebandelte Wirbung auf den Impuls tbatsachlicb gesondert auf- 
tritt und die Wirbung auf die Massenverteilung in Fortfall kommt. 
Wir sprechen yon „cybliseben Massentransporten^ wenn die verscbobene 
Masse sofort von neuer Masse derselben Dicbiigbeit ersetzt wird. Ersicbt- 
licb giebt ein cybliscber Massentransport zu einer Umlagerung der Haupt- 
tragheitsaxen beinen Anlafs, wabrend er andrerseits den Impuls der Erd- 
drebung nacb Mafsgabe seiner Gescbwindigbeit und Ergiebigkeit beein- 
flufst. Diese Falle lassen eine sebr elegante Bebandlung besonders 
dann zu, wenn der Impuls des Massentransportes in Bezug auf den 
Erdkdrper konstant bleibt; sie sind you V. Yolterra*) in einer Reibe 
von Abbandlungen untersucbt worden. 

Bisber ist es indessen nieht gelungen, reale eykliscbe Massen- 
transporte von liinreicbender Intensitat oder binreickender Dauer nacb- 
zuweisen, die einen merklichen Exnflufs auf die Polscbwankungen baben 
bonnten. Namentlicb scbeint der Versucb nieht aussicbtsvoll, mit Vol- 
terra auch die Polscbwankungen der Chandlerscben Periode aus diesexn 
Erklarungsgrunde abzuleiten. Die cykliscben Bewegungen, welcbe Vol- 
terra postulieren mufs, um zur Chandlerscben Periode zu gelangen, sind 
rein bypotbetiseber Natur und werden durch die geopbysikaliscben Er- 
fabrungen niebt wabrscheinlicb gemaebt. Uberdies werden wir im Fol- 
genden seben, dafs die direkte Wirbung eines Massentransportes auf 
den Impuls gegen seine indirekte Wirbung auf die Hairpttragbeitsaxen 
im Allgemeinen zuriicbtritt, dafs also ein niebt -cybliscber Massen- 
transport die Erddrebung im Allgemeinen mebr beeinfiufst, wie ein 
cybliscber von gleicber Starke. Deshalb scheinen die Yolterra’scben 
Untersucbungen mebr ein allgemeines matbematisebes wie ein unmittel- 
bares geopbysikaliscbes Interesse zu baben. 

Rein tbeoretiscb, obne Rucksicbt auf geophysibaliscbe Fragen, 
war die Bewegung eines Kreisels, in dessen Innerem eine cyblisebe Be- 
wegung vor sicb gebt, sebon friiber von A. Wangerin**) bebandelt worden. 

*) Astronom. Nachr. Bd. 138 (1895), pag. 33; Atti d. R. Accademia di Torino, 
Bd. 30 und 31 (1895). In derselben Ricbtung liegen die ErJ&uterungen von G. 
Peano, ibid. Yolterra fafst seine Untersucbungen zusammen in Acta Mathe- 
matica Bd. 22 (1898). 

**) Halle 1899, Uniyersitatsscbrift. Das Problem ist in mathematisch verall- 
gemeinerter Form aufgenommen you Y. Yolterra, Rend. d. R. Aecademia dei 
Lincei (5) Bd. 4 (1895) und von E. Jahnke, Liouvilles Journal (5) Bd. 5 (1899). 
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Indem wir jetzt nock die bei unserem ersten und zweiten Problem 
gegebenen Entwickelungen zusaxnmenfassen, beriieksiekiigen wir nun 
zugleick die direkte Wirkung auf den Impuls und die indirekie Wir- 
kung ernes Masson transports auf die Massenverteilung dor Erde. Wir 
stellen uns dementsprecbend das folgende 

JDritte Problem: Eine Masse m words von einer Anfangslage X 0 Y 0 Z 0 
aus in besiimmier Weise auf der Erde verschoben , so dafs Hire Xoordi- 
naten X, Y y Z gegm den Erdhorper bekannte, im Besonderm pcriodische 
FunMonen der Zeit mid. Hieraurch mrd der Trdgheifspol der Erde in 
bestimmter Weise abgelenht und es wird gleichzeitig der Impuls der Erd~ 
drehung in soldier Weise beeinflufst , als ob auf den Erdhorper eine be - 
stimrnte DrehTcraft AMN wirkte . Es sdllen die Differentialgleichungen 
der Brehbewegung aufgesteUi und integriert werden. 

Aus den als Fxmktionen yon t gegebenen Koordinaten X ? Y,Z yon 
m berecknen wir zunackst den Yerschiebungsimpuls yon m, namlich 


den V ektor 


mX% mY'j mZ f 


und" hieraus die Moments dieses Yektors um die Koordinatenaxen, 
welcke die nack denselben Axen genommenen Komponenten des Drek- 
impulses des Massentmnsportes werden, namlick 


(10) X~m(YZ'-ZY\ p = m{ZX'-XZ r ) 9 v-m(XY'~TX ')- 


Die Bewegung des Erdkorpers wird, unter der Annahma dafs 
aufsere Kraffce nickt vorkanden sind, nack wie vor durck die Glei- 
ckungen (3) dargestellt, in denen die A, M, N aus den soeben an- 
gegebenen X, v kinreickend genau mittels der GL (4) berecknet 
werden konnem In der Tkat gelten die GL (3) von pag. 712 oder 
die GL (2") yon pag. 140, aus denen wir jane folgerieix, fur ein be- 
liebiges im Ereisel festes recktwinkliges Axensjstem, gleickyiel ob 
dasselke das System der Haupttragheitsaxen ist oder nickt. Im Gegen- 
satz zu den Beiraokfcnngen bei unserem zweiten Problem sind unsere 
Koordinatenaxen jetet nickt mehr Haupttragkeitsaxen; nekmen wir etwa 
an, dafs sie es zu Anfang der Bewegung wares, so yerlieren sie diese 
Eigensekaffc in dem Mafse, wie der Tragkeitspol durck den Masssn- 
transport akgelenkt wird. Infolgedessen treten an die Stelle der ein- 
facken Beziekungen L = Ap, M Aq, N = Cr die allgemeinen Gl. (2) 
yon pag. 95 fur den Zusammenk&ng zwiscken Impuls- und Rotations- 
vektor, die wir mit Rkcksickt auf die Definition der Grofsen abc } 
efg in GL (1) folgendermafeen sckreiben konnsn: 

L = (A + a)p-~gq-~fr, 

gp + (A + h) q — er f 
N = —fp —eq+ (C+ c)r. 
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Wir berbcksichtigen, dafs die ab c 7 e fg, p q kleine Grofeen sind und 
koxmen dalier wie folgt vereinfachexx: 

(11) L = Ap — - fr, M Aq — er, N *** (C+c)r. 

Diese Werte haben wir in die Gl. (3) einzutragen. Aus der dritien 
dieser Gleiehungen folgt zunaehst, dafs (im Gegensatz zu r selbst) 
drjdt eine kleine Grofse wird, was man iibrigens aueh daraus ent- 
nehinen konnte, dafs die ungestorfce, ursprdngliehe Bewegung m einer 
gleichformigen dotation r = m ~ const, bestand. In den beiden ersten 
Gleiehungen (3) vernachlassigen wir ferner alle diejenigen Glieder, die 
von der zweiten Ordnung in clen kleinen Grofsen werden und ersetzen 
in den Gliedern erster Ordnung r durch semen Naherungswert o. So 
ergiebt sicb 

Af t =(A-C)qw + N, 

A~j = (C-A)p(D +M', 
wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 


( 12 ) 


(13) 


r 

I M'- 


= co ™ — w 2 e + A ? 


03 


dt 

de 

dt 




Die Gleicbungen (12) baben durchaus dieselbe Form, wie die Gl. (5); 
die A', M' bier sind, ebenso wie die A, M dort, bekannte Fnnktionen 
der Zeit, weun der Massentransport in seiner Abhangigkeit von der 
Zeit bekannt ist. Die A', M' fassen die direkte Wirkung auf den 
Impnls und die in direkte Wirkung des Massentransportes zusammen 
und lassen sicb abermals deuten alg eine scbeinbare, auf den Erd- 
korper wirkende Drebkraft. Bemerkenswert ist noeb der folgende 
analytiscbe Ausdruck dieser scheinbaren Drebkraft, der sicb unmittel- 
bar aus den Definitionsgleichungen (4) und (13) von A, M und A', M' 
ergiebt: 

A' « 

(14) 

M'« 


d 

dt 

d 

dt 


(A — wf) + ®(f*- 
(jt — coe) — ca (A - 


•we), 


Man bat also, um neben der direkten die indirekte Wirkung des Massen- 
transportes zu beriicksicbtigen , A, ft einfacb durch X — <of, ft — we 
m ersetzen. 

Die weitere Bebandlung der Gl. (12), ihre Integration und die 
Diskuseion ibrer Losungen imterscheidet sicb in nichfcs von der obigen 
Bebandlung der GL (5); insbesondere findet such jetzt die oben betonte 
Resonanzwirkung statt, wenn der Massentransport periodisch ist und 


4G 


Xlei»-Sommerfe!d, Kreisel bewegung. Ill AufL 
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seine Periode der Periode der freien Seh-wingmigen der Erdaxe nahe 
liegt. 

Wir wollen tier zunachst die Frage enischeiden, ob bei einem 
periodischen Massentransport die direkte oder die indirekte Wirkung, 
d. k die Wirkung auf den Impuls oder die auf die Massenverieihmg die 
bedeutendere ist ; um von da aus zu einer for die ZaHenrechnung 
nutzlieken weiteren Vereinfachimg der GL (12) zu gelangen. Wir 
branches. zu dem Zwecke nacb den Gleichungen (14) lediglich das 
Verhalinis der Grofsenpaare X, p und mf y me zu priifen. 

Das Gesetz, nacb welchem der Massentransport im Erdkorper 
zeitlich ablauffc, nidge durch die folgenden, moglichst bequem ge- 
wablien Gleichungen zum Ausdruck gebracht werden: 

X = X Q + ® sin at, 

Y = T q -f 6 sin&tf, 

Z-Z*. 

Die fragiiclbe Masse pendelt hiemach um ibre Anfangs- und Mittellage 
X Q YqZq in der Periode 2 itja berum. Wir berechnen nacb (1): 
e = mZ Q b s mat y f = mZ 0 a si nat 

nnd nacb (10): 

l = — mZ 0 ba cos at } p *=» mZ Q aa cos at. 

Hiernacb ergeben sieb die Verbaltnisse 

l a b cos at a a a cos at 

w f so a sii icti* toe to b sin at 

Uber die Ampiituden a und b wollen wir nichts Nabereg aussagen; 
wir werden aber annehnien, dafs sie etwa von gleicber Grofsenordnung 
sind. Dann wird die Grofsenordnung der vorstebenden Verbaltnisse 
im Mitel durcb den Faktor a/m gegeben. Mm sind die Grofsen a 
und m nmgekebrt proportional der Periode des Massentransporteg bez. 
der der Erddrehung. a/m wird daber gleicb der reziproken Anzabl 
von Tagen, welcbe auf die Periode des Massentransportes kommt. Wir 
saben bereits, dais nur Massentransporte von solcber Periode, die der 
natMicben Periode der Polscbwankungen nabe liegen, einen starken 
Einflufs auf die Polscbwankongen sustiben konnen. Desbalb ist ftbr 
alle Massentransporte die uns interessieren, a/m eine kleine Zahl, fdr 
die meteorologiscben Massentransporte beispielsweig© gleicb 1/365. 
Es folgt hieraus, dafe bei diesen Massentramporten die direkte Wirkung 
gegenuber der indirekten sehr erkebUch mriicktritt 9 sodafs wir in den 
GL (14) X und g gegen me und mf streichen konnen. Gleicbzeitig 
werden wir auch dfjdt gegen me und de/dt gegen mf streichen kftnnen, 
weil das Yerhaltnis dieser Grofsenpaare der Grofsenordnung nacb aber- 
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anals durck den Wert a/© bestimmt wird. Die 61. (14) yereinfacken 
sick auf Grand dieser Y emacblassigungen zu 

A' — — a> 2 e, M' «= + ©Y, 


wofur wir auck nack 61 (2), indem. wir die Winkelablenkungen der 
EFauptaxen einffikren, sckreiben konnen: 

(15) A'-- m\A -0)71, M' - + a> 2 {A - C) g. 


Diese Yereinfackung ist bier auf Grand einer sekr speziellen An- 
nakme fiber den Massentransport abgeleitet. Man ubersiekt aber leickt, 
dafs auch bei aUgemeinerem Ansatz, wenn man die X , Y. Z je durcb 
eine Fourierscbe Reike gibt, auf deren erste Glieder wir uns oben 
besckrankt haben, ahnliche Scbliisse moglich sein wer den, dais namlick 
aueb dann bei den Gliedem you langer Periode (d. h. lang gegen die 
Periode der Erdumdrebung) der durcb die Anderung der Massenvertei- 
lung bedingte, indirekfe Einflufs uberwiegt, wakrend bei den Gliedem 
yon kurzer Periode (d. h. kurz gegen die Periode der freien Scbwingung 
der Erdaxe) sowobl der direkte Einflufs auf den Jmpuls wie jener in- 
direkte Einflufs auf die Erddrebung unbedeutend wird. bTur bei stofs- 
weisen Massentransporten durfte der direkte Einflufs ausseblaggebend 
sein, wobei es allerdings zweifelbaft bleibt, ob solcke Massentrans- 
porte von betraektlicker Starke in Wirklicbkeit vorkommen* 

Setzen wir die Werte (15) in unsere Differentialgleichungen (12) 
ein ? so lauten dieselben: 


(16) 


I d'P A — - G s \ 

do C — A / 

3 * 


Hier wollen wir nock neben den Koordinaten r\ des Tragkeitspoles 
die ebenso zu messenden Koordinaten des Rotationspoles einffihren, 
welcke u, v keifsen mogen. Die u, v sollen die Ricktungskosinus der 
Rotations&xe gegen die Koordinatenaxen X und Y bedeuien, also 
gleick sein pjr bez. q/r, woftir wir auck kinreickend genau jp/co bez. 
q/m nekmen kSnnen. Benutzen wir aufserdem wie in GL (8) ffir die 
Frequenz der freien Scbwingung der Erdaxe die Abkftrzung ft, so 
werden unsere Gleickungen: 


(17) 




Sie besagen einfaek, dafs der Botatimspol in jedem Augmblicke um 
dm TrSgheitspol mil der WinkelgeschwindigJceit ft umgedreht wird . Der 
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Sinn der Drelmng stimmt mit dem der Erddrehung uberein; das 
Koordinatensystem ist so gewahlt zu denken, dafs die positive X- Axe 
auf kurzestem Wege in die positive Y » Axe dnreb die Erddrehung 
iibergefiihrt wird. 

Zum Zwecke der Integration fassen wir die Gri (17) in die kom~ 
plexe Form zusammen : 

(18) ' = + * V) ~ ^ + * 1 ?)) 


und nehmen an, dafs infolge von Massentransporten der Tragheitspol 
eine elliptiscbe Scbwingung nm seine mittlere Lage ansfiihre. Wir 
konnen dann fur % + iy ahnlich wie friiber filr A + den Ansatz 
maeben: 


(19) | + iy = a ^ iat + ae~ iat . 

Dem entspricbt als zugehoriges partikulares Integral von (18), welches 
die dureh den Massentransport erzwungene Scbwingung des Rotations- 
pols darstellt (von der freien , in der Periode 2%J§ = 14 Monaten 
erfolgenden Schwingnng konnen wir abseben): 

f u + iv = be iat + b'er iat 7 


( 20 ) 



b' = 




GL (20) stellt ebenso wie (19) eine elliptiscbe Scbwingung dar. 
Um die gegenseitige Lage und Grofse beider EUipsen bequem zu uber- 
sehen, konnen wir die Koordinatenrichtungen so gewahlt denken, dafs 
sie mit den Hauptaxen der Ellipse (19) zusammenfallen. Dann sind a 
und a' und nacb (20) aucb b und V reell. Nennen wir die Hauptaxen 
der beiden EHipsen bez. h, k f 3 y K f so konnen wir statt (19) und (20) 
schreiben: 


(19') £* + ifj » h cos at + ik si nut, h = a + a' } fc a — - a', 

( 20 ') u + iv = Hcoscct + iKsinat, 3= b + V } K= b — V , 

Man erkennt bieraus, dafs der Ricbtung nacb die Hauptaxen beider 
EUipsen zusammenfallen; was ihre Grofse betrifft, so ergiebt sich aus 

(20) und der Definition der h 7 k P 3 } K: 

(21) H. *= __ gj) # 

^ — a* > — a* 

Es ist dabei zu beacbten, dafs die H, K mit Vorzeichen zu recbnen 
sind und dafs man aucb der Grofse h ev. das negative Yorzeicben bei- 
zulegen bat, um erforderlicbenfaUs den richtigen Umlaufssinn des 
Tragbeitspoles dureh (19') zum Ausdruck zu bringen. Die Umkebrung 
der Gl. (21) liefert 

( 22 ) k^K-jH. 
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Es mogen zunaehst einige Zaklonbeispiele und Figuren folgen. 
Wir nelimen dabei an, dafs der fragliehe Massenir&nsport meteorologi- 
schen Ursprungs sei, also die Periode em.es Jahres babe. Als Periode 
der freien Sehwingung sehen wir, urn der Eiastizitat des Erdkorpers 
Rechnung zu tragen (vgi pag. 7 IB), die Gbandlerscbe an. Dann wird 
rand cc/($ ===== 7/6. Der Tragbeitspol mdge eine geradlinige Schwingung 
ausfuhren, es sei also z. B. & = 0 und ?] =■ k sin«£. Aus (21) er- 
giebt sich 

/f=-~A: = -3 ; 27e; # = - - 2,8& 

and aus (20') 

u = — 3,2 k cos at, v = ■— 2,8 Jc sin. at, 

Dieser Fall wird durcb Fig 107 a veranscliaulicht. Wir baben dabei 
entsprechende, d. b. zu gleicber Zeit von dem Tragbeitspol nnd dem 
Rotationspol inne gebabte Punkte mit gleicben Zablen bezeicbnet. 

In Fig. 107 b ist binsicbtlicb der Babn des Tragheitspoles an der 
vorigen Annahme festgebalten. Dagegen baben wir, wie es fiir einen 




absolut starren Erdkorper angemessen ware, als Periode der freien 
Scbwingnngen die Eixlerscbe gewahlt. Es wird dann ccjfi = 5/6 und 

Z=g* = 3,3&, 
u *= + 2,7 k cos cct, v == + 3,3 k sin at. 

Beide Figuren 107 bringen die wiederbolt hervorgebobene Reso- 
nanzwirkung zum Ausdruck, vermoge deren die Bewegung des Rolations- 
poles bei nicht sebr verscbiedenen Perioden der freien und erzwungenen 
Schwingung wesentlicb ausgiebiger wird, als die des Tragheitspoles. 
Dafs siei in Fig. 107 a der Rotationspol auf der entgegengesetzten, in 
Fig, 107 b auf derselben Seite wie der Tragbeitspol befindet (entgegen- 
gesetzte bez. gleicbe Phase bat), entspriebt einem allgemeinen Schwingungs- 
gesetz; entgegengesetzte Phase tritt stets im Falle a> /3, gleicbe Phase 
im Falle a < j3 ein. Den TFbergang zwiscben beiden Ellipsen ver- 
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mittelt der Fall a = /}, wo unsere Ellipse (s. GL (21)) in einen Kreis 
you unendlich grofsem Radius ubergeht. Im Falle a = 0 (unendlicli 
lange Periode, sakularer Massentransport) artet die elliptische in eine 
geradlinige Sckwingung aus, indent (vgl (21)) 11=0, K = h wird; 
der Rotationspol folgt dann genau der Baku des Tragheitspoles. Im 
Falle cc — oc (unendlicli rasche Sckwingung) vermag der Rotationspol 
der Einwirkung defe Massentransportes iiberhaupt nicht zu folgen; es wird 
nach (21) H = K — Q. Denkt man sick in Fig. 107b die in eine Gerade 
ausgeartete Ellipse des Tragheitspoles durch eine kontinuierliehe Folge 
von sick erweitemden Ellipsen, zu denen auch die in dieser Figur 
konstruierte Ellipse des Rotationspoles gehort, in den unendlicken Kreis 
libergefuhrt und in Fig. 107 a diesen durck eine kontinuierlicke Folge 
von sick verengemden Ellipsen, deren eine mit der in dieser Figur 
verzeickneten Ellipse liber einstimmt, in den Koordinatenanfangspunkt 
zusammengezogen , so kat man das Gesamtbild der moglicken 
Bahnen des Rotationspoles kei beliebigen Werten des Verhaltnisses cc/fi 
vor sich. 

So ubersiehtlich liegen indess en die Yerkaltnisse niclit mehr, wenn 
wir die Balm des Tragheitspoles selbst als elliptiseh ansetzen, also der 
soeben betrachteten geradlinigen Sckwingung eine zweite dazu senk- 
reehte und in der Phase gegen jene verschobene Sckwingung kinzu- 
fugen. Bann kann es insbesondere vorkommen, dafs der Resonanz- 
effekt in gewisser Weise durck Interferenz verdeckt wird; die Mannig- 
faltigkeit der gegenseitigen Lagen beider Ellipsen, die nach den Gl. (21) 
moglick sind, wird dann aufserordentlich grofs. — 

Hack Erledigung der yorangesteilten drei Problem© kommen wir 
nun auf die bei der Erde vorliegenden realen Verhaltnisse, insbesondere 
auf den im Anfang dieses Paragraphen besprockenen Luffcmassentrans- 
port zurlick. Wie Herr Spitaler auf Grund der Luftdruckkarten (durch 
mechanische Quadratur liber die Erdoberfiache) berechnet, wird durch 
den Lufttr&nsport der Tragheitspol abgelenkt 

im Januar um 0",055 nach 100° west! v. Gr. 
n Juli „ 0", 041 „ 68° ostl v. Gr. 

Der Tragheitspol schlagt also zu jenen beiden Zeitpunkten um an- 
nahemd gleiche Wmkel nach annahemd entgegengesetzten Meridianen 
hin aus. Durch spater hinzugekom menes Material wurde Schweydar*) 
in den Stand gesetzt, die Lage des Tragheitspoles fur jeden Monat zu be- 
rechnen. Es zeigt sich, daB der Tragheitspol mit grofier Annaherung 
eine lineare Sckwingung in ost-westlicher Richtung mit der Amplitude 


*) Berliner Akadeznie 1919, S. 357. 
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0. 05" ausfiibri Die genauere Bahn zeigt Fig. 108. In Fig. 107 batten 
wir bereits die Bahn des Rotationspoies dargestellt, die einer gerad- 
linigen Schwingung des Tragheitspoles entspricht; man hat dorfc die 
y - Axe als OW-Richtung zu deuten. Die Integration war dabei in soleher 
Weise eingerichtet, dais der Rotation spol die gleiche Periode zeigte 
wie der Tragheiispol, namlich die Periode eines Jabres; d. h. es war 
der rein erzwungene Bestandteil der Beweguog herausgeschalt worden. 
In mathematischer Hinsicht bedeutet dies eine passende Wahl der 
Xntegrationskonstanten, in physikalischer Hinsicht, dafs die Schwingung 
des Tragheitspoles seit unendlich langer Zeit hesianden und die Be- 
wegung des Rotationspoies dieaer vollkommen sieh angepafsi hah 

Die aUgemeine Bewegung ergibt sieh, wenn man dieser erzwungenen 
Teilbewegung eine beliebige freie Chandlersche Nutation iiberlagert 
Eine solcbe IFberlagerung entsteht, wenn zu irgend einer Anfangszeit ein 
einmaligerlmpuls den Rotationspoi aus seiner erzwungenen Bahn entfernt 
In alien solchen Fallen geht die einfache Ellipse in eine komplizierte 
Figur iiber, die sieh als 
Sumioationsergebnis der 
freien und erzwungenen 
Schwingung auffassen lafst 
Herr Schweydar zeichnet 

1. c. eine solche Figur, indem 

er zum Anfangspunkte der 
Integration speziell den 
Nullpunkt, d. h, den Mittel- ¥ig i08 o '" 00 

punkt der Ellipse wahlt. 

Die Figur bekommt dann ein spiralformiges Aussehen, ahnlich wie unsere 
Darstellung 104 der beobachteten Polschwankungen. 

Was die qnantitativen Yerhaltnisse betrifft, so haben wir nach Fig. 108 
in Fig. 107 a die dortige Entfernung 01 =03— 0,05" anzunehmen, und dem- 
entsprechend auch die Constante in den Formeln (21) (22) von S. 720 gleich 
0,05'' anzusetzen. Daraus ergeben sieh nach S. 721 die Halbaxen in Rich- 
tung NS und O W i? - 3,2.0,06" - 0,16", K - 2,8.0,05" - 0,14". 
Die hierdurch festgelegte Ellipse ist mit unserer Figur 105 b zu ver- 
gleichen. Auch hier scheint der.NS-Ausschlag H etwas grofser zu sein als 
der OW Ausschlag K ; die Figur ist eingeschlossen in ein Rechteck 
von den Seitenlangen 0,32" in Richtung NS und 0,24" in RichtungOW; 
die dementsprechenden Maximalamplituden 0,16" und 0,12" stimmen 
fast genau mit unseren theoretischen Werten iiberein. 

Alles in allem hat man zu der Annahme guten Grand, dafs der 
jahrliche Bestandteil der Polschwankungen aus meteorologischen Massen- 
transporten befriedigend zu erklaren ist. 

Nicht so gknstig stehen die Aussichten fur die Erklarung des in 
Fig. 106 dargestellten Restbetrages von unperiodischen Polschwankungen. 
Sakulare Massenveranderungen von einigermafsen w ahr s ch einlich em Be- 
trage geben meist nur sebr kleine Einwirkungen auf den Tragheita- 
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imd den Rot&tionspol*). Auch macht die allgemeine Gestaltung von 
Fig- 106 , soweit wit derselben iiberhaupt reale Bedeuiung zusprechen 
kdnnen ? den Eindrock, als ob es sieh bei den unperiodischen Pol- 
scbwankungen mehr urn kurzere Zeit anhaltende und dann im urn- 
gekehrten Sinne wirkende Storungen handeli 

Storangen dieses Cbarakters wlirclen sich in nnserer obigen Be- 
zeichmmg als direkte Einfliisse auf den Impuls der Drehbewegung 
ergeben, wenn eine Massenverschiebung auf der Erde ziemlieh plotzlich 
eingeleitet wird und alsdann wieder zur Rube kormnt, so dais der 
Impuls der Massenverschiebung erst erzeugt nnd naehber wieder ver- 
nicbtet wird nnd die korrespon dierende Impnlsanderung der Erddrebnng 
zuerst im einen nnd alsdann im entgegengesetzten Sinne stattfindet. 
Da wir indessen dnrcbaus keinen Anhalt zu der Annahme haben, dafs 
derartige Massenverschiebungen von hinreichender Starke auf der Erde 
moglieh sind, so balten wir es fiir nutzlos, die soeben angedentete 
Vorsteilnng weiter ausznfuhren. — 

Hinsichtlich der allgemeinen analytischen Entwickelungen dieses 
Paragraphen sei noch hervorgehoben, dafs die fur die Behandlung des 
Erdkorpers von variabler Massenverteilung grnndlegenden Gleichungen 
(3) unmittelbar ans unserer Auff&ssung der Eulerschen Gleiehungen 
entspringen, aucb ftir den Fall, wo die Koordinatenaxen nicbt Haupt- 
axen des Erdkorpers sind oder bleiben. Unter Festhalten an den eimnal 
gewahlten Koordinaten gelangten wir dann dnrch blofse Spezialisiernng 
auf den besonderen vorliegenden Fall zu der einfachsten Gleichungs- 
form (17). In der Litteratur wird das Problem am eingehendsten von 
G. EL Darwin**) behandeli. Darwin legt dabei als Koordinatenaxen 
nicbt wie wir im Erdkorper feste Axen, sondern die im Erdkorper 
beweglicben jeweiligen Hauptaxen zu Grunde und kommt auf diese 
Weise ebenfalls zu den Endgleicbungen ( 17 ). Die der Fig. 107b zu 
Grunde liegenden Rechnungen sind zuerst von R. Radau***) gegeben 
worden, wesbalb die Ellipse jener Figur gelegentlich als Radau’sche 
Ellipse bezeicbnet wird. Unter allgemeineren Voraussetzungeu disku- 
tiert F. R. Heimertf) den Zusammenbang zwischen der Ellipse des 
Tragheitspoles und des Rotationspoles. 

Unsere Darstellung der Polscbwankungen wurde aber unvollstandig 
sein, wenn wir nicbt neben den binsicbtlick des Rotationspoles centri- 

*) Ygl.Tisaer&nd, M^caniqne celeste II, Chap. 29, art. 208 und Chap. 30, art.218. 

**) H. Darwin: On the influence of Geological Changes on the Earth's 
Rotation, London, Phil. Trans. 167 (1877), mit einern Anhang von Lord Kelvin. 

***) R. Radau, Comptes Rendug 111 (1890) nnd Bulletin Astronomique 7 (1890) 
f) F. R. Helmert, Astronom. Nachr. 126 (1891), Nr. 3014 
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fugdten Wirkungen der Massentransporte uocli gewisse mniripetale 
Tendenzen erwahnen wiirden, die durch Auftreten von Reibimgsein- 
flussen veranlafst werden imd die in gewisser W eise die Bewegung des 
Rotaiionspoles berukigen nnd verebifacken konnen, so wie jene die- 
selbe storen und komplizieren 

Wir denken in erster Linie an die Reibung, welche Ebbe mid 
Fh(f mit sich bringt und zwar zunachst die gewohnliche durch Mond- 
oder Sonnenanziehung kervorgebrackte. Sohon Immanuel Kant hat 
1754 das Vorhandensein einer solchen Reibung betont und hat daraus 
die JSTotwendigkeit einer sakularen Yerlangerung des Sterntages ab- 
geleitei Wie diese Reibung ini Einzelnen znstande kommt, brauchen 
wir hier nieht zu erortem *) • fur unsere Zweeke gendgt die folgende, 
etwas groteske Vorsfceiluiig: Auf der mit Wasser bedeckten Erdoberflache 
sind an den diametralen Enden eines Durchmessers die beiden Flutberge 
augehauft; die Erde rotiert unter ihnen fort, wahrend die Flutberge selbst 
stillstehen bez. nach Mafsgabe der Mondbewegung ihre S telle verhiiltnis- 
rnafsig langsam verandern. Sie iibertragen durch die Viscositat des an 
der Erde haftenden Wassers ein Drehmoment auf diese, welches der 
Erddrehung entgegenwirkt. Wenn der Mond genau ini augenblickliehen 
Aquator der Erde test stiinde und die Symmetrie der Flutbewegung durch 
die Kontinente nicht gestort ware, wiirde die Axe des Drehmomentes 
mit der augenblickliehen Rofcationsaxe ubereinstimmen und seine Grrofse 
der Gbrofse dieser proportional sein. Die hierdurch gekennzeichnete 
denkbar einfachste Bestimmung des Drehmomentes der Flutreibung 
wollen wir dann als aimahernd und im Mittel allgemeingiiltig ansehen. 
Wir konnen etwa die beiden Flutberge mit den beiden Backen einer 
Eisenbahnbremse vergleichen, die sich an das rotierende Rad anlegen 
und dessen Umdrehung verlangsamen. 

Die weitere Yerfolgung des Einflusses der Flutreibung ist hier- 
durch auf ein Kreiselproblem zuruckgefukrt, welches bereits in Kap. VII, 
§ 7 als Problem des Luffcwiderstandes behandelt wurde: Ein sonst 
kraftefreier Kreisel steht unter (lem Einflufs einer Drehkraft, deren 
Axe die augenblickliche Drehungsaxe ist und deren Grrofse der augen- 
blieklicben Rotation negativ proportional ist. Wir sahen, dafs bei 
einem solcben Kreisel die Rotation aUmahlich erliscbt und dafs gleich- 
zeitig die Rotationaxe asymptotisch und spiralig mit der Axe des 
grdfsten Haupttragheitsmomentes sich zu vereinigen streht (vgl pag. 588 
und die Figur von pag. 589). Bei der Erde ist die Axe grdfsten 

*) Vgl. hierzu Kap. 16 und 17 des Werkes von G. H. Darwin, auch wegen 
weitere Litter atnr. Insbesondere sei nocli anf die dort erorterten uberraschenden 
kosmogonischen Wirkungen der Gezeitenreibung kingewiesen. 
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Tragheitsmomentes die polare Haupttragheitsaxe. Es konnte also 
scheinen, dafs wir in dieser Flutreibung eine die Polsckwankungen 
ausgleieken.de und dampfende Wirkung haben und dafs wir es dieser 
Wirkung verdanken, wenn trotz temporarer Storungen der Rotationspol 
im Mittel dem Tragkeitspol erfakrungsgemafs so nake bleibt. 

Indessen lekii eine Zaklenrechnung, dafs diese Wirkung ganzlick 
zu vernacklassigen ist. Wir knupfen dabei an Gl. (1) und (6) von 
pag. 587 und 588 an. In GL (6) bedeutete $ den Winkel, den die 
augenblickliche Rotationsaxe mit der Axe grofsten Haupttragheits- 
momentes zur Zeit t einsckliefst, /3 0 denselben Winkel zur Zeit t = 0. 
Indem wir uns auf kleine Winkel /?, kesckranken, konnen wir 
GL (6) schreiben: 



wo £ (rund gleick 1/300) wie friiber die Elliptizitat der Erde be- 
deutet. Hack der angezogenen GL (1) ist andrerseits: 


j it 



Beide Gleickungen zusammengefafst ergeben 



Wakrend also die Flutreibung eine ursprunglick vorkandene Ablenkung 
der Rotationsaxe auf die Halffce ikres Betrages reduziert , 

reduziert sie gleickzeitig die urspriinglick vorhandene Erdrotation r 0 
auf den Bruckteil 

( y ) V ‘ = 2- 390 = ~ • 10- 00 

ikrerselbet. Mit anderen Worten: Die Erdrotation miifste vermoge der 
Flutreibung iereits so gut wie vollstandig zur Ruhe gekommen sein, ehe 
die Halfte einer urspriinglick vorhandenen Ablenkung der Rotationsaxe 
ausgeglichm ist. In solcher Weise aufgefafst kommt also die Flut- 
reibung fur die Frage der Polsckwankungen iiberhaupt nickt in Betrackt 
(ebensowenig wie der Massentransport der gewoknlicken Mond- oder 
Sonnenflut, vgl. pag. 714) und kann auck nickt (vgl. pag. 593) zur 
Erklarung sakularer Anderungen der Rotationsaxe, wie sie in der 
Geologie kaufig postuliert worden sind, kerangezogen werden. 

Indessen giebt es nock eine andere Art Fluten und eine andere 
Art Flutreibung, welcke in wirksamerer Weise den Rotationspol nack 
dem Tragkeitspol zuriicklenken diirften, namlich diejenigen Fluten, die 
durch die Polsckwankungen selbst kervorgerufen werden (vgl. pag. 684, 
wo wir insbesondere den vierzehnmonatlicken Bestandteil dieser Fluten 
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erwabnten). Auch diese Fluten werden mit Reibung verbunden sein 
und zwar kann man sicb Yorstellen, dafs die Reibnng tier der Anderung 
der Rotationsaxe entgegenwirkt . und dafs ibre Axe auf der Rotationsaxe 
senkrecht steht, wahrend die Reibung bei der gewohnlichen Mond- und 
Sonnenflut von der jeweiligen Grofse der Rotation seTbst abhangt und 
ihxer Axe nach mit der jeweiligen Rotationsaxe zusammenfallt. 

Woilen wir uns you dem Zustandekommen dieser Fluten eine 
mogliclist einfache, wenn aucb wieder etwas robe Yorstellung bilden, 
so konnen wir folgendermafsen sagen: Die Lage der Rotationsaxe im 
Erdkorper zu einer gewissen Zeit sei durcb die Grofsen p } q, r ge- 
geben; dieser Lage entspricbt, wenn von der Einwirkung der Konti- 
nente abgeseben wird, eine Anordnung der W asserbedeekung , bei 
welcber letztere einen Flutgiirtel ran den zur Rotationsaxe senkrecbten, 
augenblicklichen Aquator biidet. In einem folgenden Zeitpunkte sei 
die Lage der Rotationsaxe gegeben durch p +■ pdt, q + qdi, r + rdi] 
der Flutgiirtel legt sicb jetzt ran den nunmebrigen Aquator berum 
und ist gegen seine Yorberige Lage gedrebt. Wir fiihren ibn aus 
seiner ersten in seine zweite Lage fiber, indem wir ibn um die gemein- 
same Senkreebte zur ersten und zweiten Lage der Rotationsaxe drehen 
und zwar durcb einen Winkel, welcber dem Ablenkungswinkel der Rota- 
tionsaxe gleich ist. Die Flutreibung wirkt dieser Drebung entgegen; 
wir nehmen der Einfacbbeit wegen an, dafs das Moment der Flut- 
reibung um dieselbe Axe wirkt, wie diese Drebung erfolgt, und der 
Grofse der Drebungsgescbwindigkeit proportional ist. Die Axe der 
Flutreibung berecbnet sicb da nn durcb die Unterdeterminanten des 
folgenden Schemas: 

pqr 

p q r 

Die Komponenten der Flutreibung werden daber den folgenden Aus- 
driicken proportional 

qr - rq, rp f - pr } pq — qp\ 

Berucksichtigen wir, dafs die Grofsen j?, q } p\ q } r Mein sind und dafs 
r naberungsweise gleicb gj ist, so konnen wir unter Yemacblassigung 
Meiner Grofsen zweiter Ordnung dafiir scbreiben: 

— mq\ 0 . 

Mit Benutzung eines positiven Proportionalitatsfaktors X setzen wir 
dementsprecbend die Komponenten der Flutreibung den folgenden 
Grofsen gleicb 


— X A<£ y + XAp , 0. 
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In der That erkennt man leicht , dafs durch diesen Ansatz den oben 
iiber Grofse, Axe und Sinn des Flutreibungsmomentes gemachten Ver- 
abredungen entsproclien wird, falls die 1) rehgeschw in di gkeit der Erde 
&> als positiy gexeelmet wird, die Koordinatenaxen also die auf pag. 720 
angegebene Lage habem Das Tragheitsmoment A wurde den yor~ 
stehenden Ausdriicken als Faktor hinzugefligt, damit die Grofse X der 
Dimension, nach eine reine Zahl yorstellt, was fur das Polgende be- 
qnem ist. 

Uni den Einfiufs dieser Flutreibung auf die Polschwankungen zu 
bestimmen, gehen wir auf die Eulerscken Gleichungen zuriick, denen 
wir rechterhand die soeben bestimmten Komponenten der Flutreibung 
hinzufugen. Die Gleichung fur die Komponente r wird dadurch in 
erster Naherung nicht abgeancleri Diese Komponente konnen wir daher 
aueh mit Rucksicht auf die Flutreibung als konstant ansehen und 
gleich © setzen; mit anderen Worten: die Lange des Sterntages wird 
durch die jetzt in Rede stehenden Fluten innerhalb der von uns fest- 
gehaltenen Genauigkeitsgrenze nicht yerlangert. Die Eulerschen GleL 
ehungen fiir die Komponenten p und q des Drehungsvektors lauten , 
wenn wir yon der Storung der Bewegung durch Massentransporte ab- 
sehen und nur die freien Schwiugimgen der Erdaxe betrachten: 

A p' = (A ~~ ■ C) co q — XAq , 

Aq == ( G — A ) cop -j- XAp . 

Wir fassen sie zum Zweck der Integration in der ofters beschriebenen 
Weise in die eine komplexe Gleichung zusammen: 

A (p + iqf) = (C — A) im (p + iq) + iX A (p + iq') , 
wofiir wir mit Eixtfdhrung der Elliptizitat s auch schreiben konnen: 

(1 — iX) (/ + iq) = sia (p + iq) . 

Die Zahl X wird jedenfalls klein gegen 1 sein ; da im anderen Falle 
periodisehe Polschwankungen iiberhaupt nicht zustande kommen konnten. 
Daher konnen wir ohne merklichen Fehler die Gleichung auch so 
umformen: 

f U) 

und folgendermafsen integrieren: 

p iq dg-wit+euat' 

a ist die Integrationskonsiante, welche you der Anfangslage der Erdaxe, 
d. h. den der Betraehtung yorausgegangenen Storongen abhangt. 

Yon hier aus ergeben sich folgende Schllisse: Die Reibung lafst 
die Periode der Polschwankungen ungeandert (ungeandert bis auf Grofsen 
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z welter Ordnung); ihre Frequenz wird auch jetzt durcli das Produkt svo 
bestimmt; dagegen erscheinen die Sehwingimgen jetzt vermoge der Rei- 
bnng gedampft. Der Dampfungsfaktor betragt fiir die Dauer einer freien 
Sehwingung nacb der vorstehendcn Formel e~ 2 * x . Vermoge dieser 
Dampfung wird ersichtlich der Rotationspol dem Tragheitspole ge~ 
nahert; auch ist es klar ? dais hierdureb der frtiber hervorgebobene 
Resonanzeffeki gemildert wird, sodafs beim Zusammenfallen der freien 
und erzwungenen Scbwingimgen die Amplitude des Rotationspoles nicht 
mehr unendlicb wird, sondern eine durcli den Wert des Dampfungs- 
faktors bestimmte endlicbe Grofse annixnmt. 

Uber die zahlenmafsige Grofse dieser Dampfung, insbesondere der 
Dampfungskonstanten A, sind wir leider zunacbst vollig im TJnklaren. 
Da wir scbon uber die Grofse der fraglichen Fluten (vgL pag. 706) 
tbeoretiscb nicbts auszusagen vermocbten, wird es nocb weniger moglieh 
sein, die Grofse ihrer Reibungswirkung zahlenmafsig abzuschatzen. 

Wir wollen nocb bemerken, dafs sehr wahrscheinlicb aucb die 
im vorigen Paragraphen besprochenen Deformationen des Erdkorpers 
mit Energieyerlusten verbunden sind und daber ebenfalls einen Beitrag 
zur Dampfung der freien Scbwingungen liefern werden. Wenigstens 
ist uns kein elastiscber Korper bekannt, in welcbem eimnal erregte 
Deformationsscbwingungen nicbt alsbald absturben; wir scbieben diesen 
Umstand auf das Auftreten innerer Reibungsvorgange oder elastiscber 
Nacbwirkungen. Es ware nun hocbst imphysikalisch, anzunebmen, 
dafs dies bei dem Erdkorper anders sein sollte. Infolgedessen scheint 
es angemessen, neben der Flutreibung aucb die inn ere Rei bung des 
Erdkorpers bei semen friiber besehriebenen Formanderungen als eine 
moglicbe Dampfungsursacbe der Polscbwankungen ins Auge zu fassen, 

Bisher bat man bei der rechnerischen Bebandlung der Polscbwan- 
kungen die dampfende Wirkung der verscbiedenen moglicken Energie- 
yerluste, die ja in analogen Fallen bei sonstigen mechanischen Problemen 
mit Recbt berilcksicbtigt wird*'), wohl stets vernachlassigt, indem man 
die Polbahn durcb eine nacb remen, ungedampften trigononietrischen 
Funktionen der Zeit fortscbreitende Fourier’scbe Reibe darstellte (ygL 
die Citate auf Chandler pag. 673 und van de Sande BdTchuyzen pag, 682), 
Aucb unsere graphiscbe Reduktion der Polbabnen in § 6 dieses Kapitels 
fufste auf dieser Annahme und wtirde zu modifizieren sein, wenn wir 
die Dampfung beriicbsichtigen bez. wenn wir aus der tbatsachlicb be- 
obacbteten Polbahn aufser den verscbiedenen in der Polbabn versteckten 


*) YgL z. B. Routh, Bynamik starrer Korper, Bd. II (deutsche Ansgabe Leipzig 
1898) Kap. YII § 831—333. 
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Perioden auch die Grofse ihrer Dampfungen ermitteln wollen. Da eine 
theoretisehe V orausberechnung der Dampfungskonstante X ziemlich aus- 
sichfcslos erscheint, so solite man vielleicht versuchen, in der soeben 
angedeuteten Weise aus den Polsehwankungen selbst dariiber Aufschlufs 
zu erhalten. 

Naturlieh ist die oben zu Grande gelegte Yorstellung fiber 
die Wirkung der Polschwankungsfluten eine recht idealisierte; wegen 
des Einfiusses der Kontinente auf die Flutbewegung werden die 
Verhaltnisse in Wirklichkeit viel komplizierter liegen. Es wird da- 
her erwiinscht sein, ohne spezielle Annabmen zuzulassen, durch eine 
ganz ailgemeine Betrachtung, die auch den Fall der Deformations- 
reibung im Innern des Erdkorpers umfafst, die Wirkung irgend welcher 
energieverzehrender Umstande wenigstens ihrem Sinne nacb zu be- 
stimmen. 

Bei den Polscbwankun gen und den durch sie erzeugten Fluten 
und Deformationen sowie der zugehorigen Flutreibung und Deformafcions- 
reibung kommen nur innere Krafte ins Spiel, die den Gesamtimpuls 
des Massensy stems, das wir Erde nennen, ungeandert lassen (im Gegen- 
satz zu der vorher betrachteten Flutreibung, die durch die aufseren 
Krafte you Sonnen- und Mondanziehung hervorgehracht wird). Fur 
die Komponenten des Gesamtimpulses gilt daher die Gleichung 

U + M} + iV== const., 


die wir als Gleichung einer Kugel deuten konnen. Andrerseits wird 
die lebendige Kraft des Systems durch die Reibung yermindert, indem 
ein Teil derselben in War me umgesetzt wird. Wenn wir uns gestation, 
den Ausdruck der lebendigen Kraft eines starren 
Kreisels auf unser in sich bewegliches System 
zu ubertragen, so konnen wir schreiben 



M* . N % 
' a » n 


2T , 


-Jj und konnen diese Gleichung in den Koordinaten 
L, M, N fur jeden Wert von T als ein Ro- 
tationsellipsoid deuten. Und zwar handelt es 
sich nm ein verlangertes Rotationsellipsoid 
(wegen C> A), welches, indem es sich selbst 
ahnlich bleibt, sich allmahlich zusammenzieht 
(wegen der allmahlichen Ahnahme von T). Auf der Schnittkurre beider 
Machen (Kugel xmd Ellipsoid) mufs der Endpunkt des Impulsvektors 
Lj M y N liegen; diese Schnittkurre zieht sich aber bei der allmahlichen 
Yerkleinerung unseres Ellipsoides auf einen Punkt der N~ Axe zusammen 


Fig. 109. 



§ 9. Der Nachweh der Erdrotation durch die Kreiselwirkung. 


731 


(vgb Fig. 109); der Impulsvektor und zugleicb mit ibm die Rotations- 
axe gefat dabei in die poiare Haupttragheitsaxe , der Bewegungszustand 
also in die einfache gleicbformige ITmdrebung um diese Axe fiber. 

Insoweit als diese tJberlegung auf den Fall der Flufcreibung oder 
auf andere dissipative Einfiusse anwendbar ist, diirfen wir bebaupten, 
dais solche Emfliisse irgendwie erzengte Storungen des einfacbsten 
Bewegungszustandes der Erde ausgleieben und die Lage des Rotations- 
poles auf der Erdoberflache stabilieren werden. 

§ 9. Der Naehweis der Erdrotation durcli die Kreiselwirkung. 

Foucaults Gyroskop mid Gilberts Barogyroskop. 

Nachdem Leon Foucault im Jahre 1851 seinen glanzenden 
Pendelversucb zum Naeliweis der Erdrotation durcbgefiibrt hatte, unter- 
nalim er es im folgenden Jahre ? demselben Zweck die Kreiselwirkungen 
dienlieb su machen. Er benutzte einen Kreisel im Cardaniscben Ge- 
bange (vgl. z . B. die schematische Figur 2 von pag. 2), dessen einzelne 
Teile: Scbwungring, innerer und aufserer Ring, mit grofster Sorgfalt 
so justiert waren, dafs der Schmttpunkt ibxer Drebaxen zugleich 
Sehwerpunkt jedes dieser Teile war. Foucaults Yersuchsanordnung 
war eine doppelte: das eine Mai*) liels er dem Kreisel seine drei 
Freiheitsgrade , indem er den aufseren Ring um eine vertikale Axe in 
Spitzen drehbar machte. Diese Spitzen dienten dabei nicht sowohl zum 
Tragen des Kreisels, als zur Verhinderung seifclicher Bewegungen; ge- 
tragen wurde das Gewicbt des Kreisels vielmehr durch einen torsions- 
losen Faden, an dem der aufsere Ring aufgebangt war. Der innere 
Ring ruble mittels Schneiden auf gewissen Auflagerflaehen des aufseren 
Ringes. Das andere Mai**) stellte er den inneren Ring gegen den 
aufseren test, operierte also mit eroero Kreisel von nur mebr zwei Frei- 
heitsgradm , weleber vermoge seiner Verb indung mit der Erde in ge- 
wisser Weise gefuhrt wird. 

Im Falle des Kreisels von drei Freibeitsgraden bleibt nacb Foucault 
bei starker Rotation des Scbwungringes die ursprungliche Michtung 
seiner Am im absoluten Raume fest, oder, anders ausgednickt, weist 
diese Axe bestandig nock demselben FunJcte des Fixsternhimmels. Yon 
der Erde aus geseben bewegt sicb also jeder ihrer Punkte parallel der 


*) Sur une nouvelle demonstration experimentale dn mouvement de la Terre, 
Comptes Rendues Bd. 35, Paris 1852, pag. 421. 

**) Snr les ph^nomenes d’orientation des corps toumants entrain es par nne 
axe fixe a la surface de la Terre — Kouveaux signes sensibles du mouvement diume. 
1. c. pag. 624. 
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Richtung des Aquators. Greomefcrische Betrachtungen der einfachsten 
Art zeigen von hier aus die Richtigkeit der folgenden Angaben: 

Weist die Axe zu Beginn des Versuehes nach dem Zenith, so bildet 
sie nacb der Beobachtungszeit At den Winkel co cos cp At (co = Winkel- 
geschwindigkeit der Erdumdrehung, <p = geographische Breite) mit der 
Lotlinie, weil in der gleichen Zeit das ursprtingliche Zenith diesen 
Bogen ran den Pol des Himmels besehreibt. Liegt andrerseits die Axe 
des Schwungringes ursprunglich horizontal und in der Richtung des 
Meridians, so bieibt sie fur eine hinreichend kurze Beobachtimgszeit 
horizontal und bildet nach der Zeit At den Winkel cosin<pAtf mit 
dem Meridian, weil ein Stern am Horizont unter dem Meridian den 
Polabstand cp (oder % — cp) besitzt und wahrend der Zeit At einen 
Bogen <a sinqp At von horizontaler Riehtung besehreibt. Derselbe Aus- 
druck ©sin<pA£, der ilbrigens auch bei dem Foucanltschen Pendel- 
yersuch auftritt, gilt auch fiir die Horizontalkomponente der Winkel- 
anderung bei beliebiger horizontaler Anfangslage der Schwungringaxe. 
Fragen wir nns namlich nach der scheinbaren Bewegung eines Stemes 
im Horizont bei beliebigem Azimuth, so besteht dieselbe aus einer 
Drehung co um die Polaraxe, die wir uns in eine D rehung ©sing? um 
die Lotlinie und eine Drehung co cos cp um den Meridian zerlegen 
kormen. Die erstere Komponente liefert die Horizontalbewegung des 
Stemes, welche wahrend der Beobachtungszeit At also co sirup At be- 
tragen wird; die letztere Komponente giebt die Hohenanderung des 
Sternes. Die erstere Komponente und also auch die Horizontalkompo- 
nente der Bewegung der Kreiselaxe ist hiemach von dem Azimuth der 
Anfangsstellung unabhangig. 

An leizteren XJmstand kniipft die V ersuehsanorduung yon F oucault 
an. Man beachte, dafs bei horizontaler Anfangslage die Bewegung 
der Kreiselaxe durch das Cardanische G-ehange yon selbst in ihre 
zwei Komponenten zerlegt wird, dafs namlich die Bewegung des 
aufseren Ringes die horizontal© Komponente der Bewegung der Kreisel- 
axe wiedergiebt, wahrend sich die Bewegung des iiuiereu Binges aUein 
durch die Hohenanderung der Kreiselaxe bestimmi. Foucault beobachtet 
daher unter dem Mikroskop den aufseren Ring, dessen Verdrehung 
gleich co sin cp At sein soil. Als grofstmoglichen Wert der Beobachtungs- 
dauer giebt Foucault 8 bis 10 Minuten an. Berechnen wir also mit 
At = 8 Min. und <p == 49° (ungefahre Breite von Paris) die zu er~ 
wartende Ablenkung, so ergiebt sich in Gradmafs: 

A . 860 • 8 

m sm <p&t = 0,75 = 1°,5. 
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Diese ziemlich betrachtliche Yerdrehung miifste sich zumal unter dem 
Mibrosbop mit grofser Sicherheit feststellen lassen. 

Hiermit contrastiert einigermafsen der Umstand, dafs Foucault nur 
von dem Sinn der Yerdrehung sprickt, der sich bei seinen Yersuchen 
richtig, also dem Sinne der Erdrotation entgegengesetzt ergab, dafs er 
dagegen Zahlenwerte aus seinen Beobacbtungen nicht mitteilt. Wir 
wissen nicht, wie weit diese mit den theoretischen Werten gestimmt 
haben. Solange abet die quantitative tTb er ein stimmung nicht nach- 
gewiesen ist oder solange die Fehlerquellen, weiche die Niehtiiber- 
einstimmung bewirken, unbekanni sind, konnen die Versuche kaum als 
unwiderleglicher Beweis der Erdrotation angesprochen werden; es konnte 
ja sein, dafs im vorliegenden Falle die Fehlerquellen die Ablenkung des 
Binges starker heeinflussen wie die Erdrotation selbst und dafs der 
richtige Sinn des Resultates nur scheinbar durch zufallige Gruppierung 
der verschiedenen Fehler hergestellt wird. 

Als Fehlerquellen konrnien hier namentlich eine nicht genaue Gen- 
trierung des Apparates und die Reibung in den verschiedenen Lagern 
in Betracht. Wohl ist der Foucaultsche und Gaufsisehe Benddversuch 
von K&merlingli-Onnes*) in musterhafter Weise nach der quantita- 
tiven Seite hin auf alle Fehlerquellen durchgepruft worden; fur den 
Foucaultschen Kreisehersuch dagegen scheint eine soiche Priiftmg nie 
untemommen zu sein. 

Die grofse historische Bedeutung des Foucault schen Kreiselversuches 
scheint uns daher weniger in dem Nachweis der Erdrotation selbst als 
darin zu liogen, dafs durch diesen Yersuch die allgemeine Aufmerk- 
s^mkeit auf die Kreiselwirkungen gelenkt wurde und dafs die Kenntnis 
der Kreiselwirkungen durch die geniale, von der Formel losgeloste Tln- 
mittelharkeit der Fouc&ultschen Auffassung wesentlich gefordert wurde. 

Bevor wir die Theorie dieses Yersuches kritisch heleuchten, wollen 
wir zunachst Naheres iiber die zweite Yersuchsanordnung von Foucault, 
fiber den Kreisd von zwei Freilmtsgraden , berichten. Die Axe des 
Schwungringes blexbt jetzt nicht mehr im Raume fest; vielmehi strebl 
dieselbe nach Foucault sick der Axe der Erddrekung soweit parallel m 
stellm , als es die besonderen Umstmde des Versuches erlembm . Foucault 
spricht daher von der Tendenz der Drehaxen mm ParaUelismus **), indem 
er unter ParaUelismus der Axen nicht nur das Zusammenfallen der 
Axenrichtungen , sondern gleichzeitig das {Jbereinsiimmen des Dreh- 


*) Dissertation Groningen 1879. Nieuve bewijzen voor de aswenteling der aarde. 

**) Bur la tendance des rotations an paralldlisme. Coxnptes Rendues 1. c. 

p&g. 602. 
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sinnes um die Axen yersteht — man konnte genauer sagen: Tendenz 
mm gleiehsinnigen oder homologen Parallelismus. 

Efcwa gleichzeitig mit Foucault hat G. Sire *) dasselbe Gesetz 
zum Gegenstand einer Mitteilung an die Pariser Akademie gemacht mid 
auf den Nacbweis der Erdrotation angewandt, obne selbst Yersucbe 
auszufiihren. Die tbeoretischen Uberlegungen von Sire, durcb welclie 
dieses Gesetz gestfitzt wird, sind indessen nicbt einwandfrei, da sie 
an einer gewissen Yieldeutigkeit des Wortes Axe leiden (Figuren- 
axe Rotationsaxe , Impulsaxe). Etwas Akuliches lafst sick wohl auch 
gegen die glanzend gescbriebenen Ausfiihrungen Foucaults sagen; 
allerdings beabsicbtigen dieselben bei ibrer Kiirze mehr bescbreibender 
als beweisender Natur zu sein. (Ygl bierzu unsere Kritik der popu- 
laren KreiseUitteratnr in Kap. Y, § 3 unter 2). 

^ Foucault untersucht auf Grand des genannten Gesetzes das Yer- 
halten der Schwungringaxe in den beiden besonderen Fallen, wo die 
Schwungringaxe entweder nur in der Horizontalebene, oder nur in 
der Yertikalebene durclx den Meridian des Beobachtungsortes frei be- 
weglich ist. Man erreicbt dieses, indem naan beidemal den inneren 
Ring unter einem rechten Winkel gegen den aufseren festklemmt und 
die Drehaxe des aufseren Ringes im ersten Falle in die Lotlinie, im 
zweiten Falle senkreebt gegen die Meridianebene des Beobacbtungs- 
ortes stellt. 

Im ersten Falle, wo die Axe des Scbwungringes die Horizontal- 
ebene nicbt yerlasseu kann, ist ein wirklicber Parailelismus zwiscben 
ibr und der Erdaxe nicbt moglicb: die Axe des Scbwungringes strebt 
alsdann derjenigen Ricbtung zu, welcbe den kleinsten Winkel mit . der 
Erdaxe bildet, d. i. der Ricbtung des Meridianes. Und zwar wird die- 
jenige Seite der Axe, yon der aus geseben der Scbwungring entgegen 
dem Uirzeigersinne rotiert, nacb Nor den weisen, weil die Erde um 
den Nordpol in dem gleicben Sinne rotiert. Unsere horizontal hewegliehe 
Schwungringaxe verhdlt sick also dknlich wie die Magnetnadel im DeMi- 
nationskompafs (natiirlicb mit dem Unterscbiede, dafs im Foucanltscben 
Yersucb der astronomiscbe Meridian an die Stelle des magnetischen 
tritt). Im Anschlufs an diese Analogie kbnnen wir diejenige Seite der 
Axe, yon der aus geseben die Scbwungringumdrebmig umgekehrt wie 
die Uhrzeigerbewegung erfolgt, als Nordpol des Scbwungringes, die 
umgekebrte Seite als Siidpol bezeichnen. 

Im anderen Falle, wo die Axe des Scbwungringes in der Meridian- 

*) Bine spatere Ver5fFentlichung yon Sire findet sick in der BibliotMqne 
univeraeile de Geneve, Areh. d. seienc. pkys. et natur. Bd 1 (1B5S) pag. 105. 
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ebene beweglieh ist 7 wird der genaue Parallelismus dieser Axe mit 
der Erdaxe niclit rnir angestrebt, sondern aucli (bei hinreichend lang 
anhaltender S chwungringumdrehung) erreicht. Die Axe des Schwung- 
ringes bewegt sich., wean sie etwa anfaags horizontal stand ; in solcher 
Weise, dafs auf der nordliehen Halbkugel ihr „Nordpol“ aus der 
Horizontalebene nach oben bin heraustritt and dafs sich die Ver- 
bindungslinie Sud-hTordpol des S ch wungringes mit der Y erbindungg- 
linie Sud-Nordpol der Erde gleichsinnig parallel riehtet. Unsere in 
der Meridianebene bewegliche Schwungringaccc Jcann also mit der Magnet - 
nadel in eineni Inclination sJcompafs verglichen iverden (natiirllch abermals 
mit dem Unterschiede, dafs an die Stelle der auf der Erdoberflache 
bebanntlich recht unregelmafsig yerlaufenden Linien gleieher InHinafcion 
hier die genauen geographischen Breitengrade treten warden). Dabei 
besteht aber der wesentliche Unterschied , dafs sich der „Nordpol“ des 
ScJmungringes auf der nordliehen Halbhtgel hebt , wakrend sich der der 
InJclinationsnadel senkt 

Theoretisch liegt also, wie Foucault betont, die Moglichkeit vox*, 
ohne astronomische oder magnetische Beobachtungen sowohl die Lage 
des Meridians wie nach Bestinxmung desselben die Lage der Weitaxe 
fiir einen beiiebigen Ort aus blofsen Kreiselbeobachtungen absuleiten. 
Man konnte daran denken, in der Tiefe eines Bergwerks yon dieser 
Moglichkeit Nutzen zu ziehen. 

Es ist selbstversiandlich , dafs die Einstellung der Kreiselaxe in* 
den Meridian bez. in die Richtung der Weitaxe nicht aperiodisch ? 
sondern oscillatorisch yor sich gehen mills. Die Drehkraft, welche 
z. B. die horizontal bewegliche Kreiselaxe dem Meridian zufuhrt, er~ 
zeugt eine gewisse Drehbeschleunigung und Drehgeschwindigkeit urn 
die vertikale Axe. Wahrend nun bei meridionaler Lage der Kreiselaxe 
die Drehkraft yerschwindet, so -verschwindet darum nicht gleichzeitig 
die Geschwindigkeit. Diese fiihrt die Kreiselaxe vielmehr iiber die 
Gleichgewichtslage hinaus, worauf die Riehtkraft ihren Sinn umkehrt 
und zueret verlangsamend. dann im umgekehrten Sinne beschleunigend 
wirkt. Die Kreiselaxe mufs also urn den Meridian herumpendeln — 
ebenfalls in Analogic mit der MagnetnadeL Steht die Kreiselaxe an- 
fanglieh im Meridian, aber so dafs ihr „Nordpol“ nach Siiden weist, 
so ist auch diese Lage an sich eine Gleichgewichtslage, weil die auf 
die Kreiselaxe wirkende Drehkraft verschwindet, aber ersichtlich eine 
instabile: bei einer kleinen Abweichung yon dieser Lage strebt die Dreh- 
kraft die Abweichung zu vergrofsern und das Nordende der Axe nach 
Korden iiberzudrehen. 

Foucault yerwahrt sich dagegen, dafs auf dem beschriebenen Wege 
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die Lage des Meridians oder die SteEung der Weltaxe im Raume hin- 
reichend genau bestimmt werden konnte. Wie es scbeint, bat Foucault 
auch die zuletzt genannten Versucbe mehr auf ilire allgemeine Moglich- 
keit wie auf lire exakte Durcbfiibrbarkeit hin gepriift. — 

Wir erwabnen nock, dafs Foucault im Anscblufs an seine Versucbe 
das jetzt vielfach gebrauchHcbe Wort Gyroskop gepragt bat. Dieses 
driickt in schlagender Weise das Resultat der Foueaultschen Yersuche 
aus, dafs namlich der Kreisel ein Mittd ist, um vorhandene Drch~ 
bewegungen (oder Gyrationen) Jcenntlich zu machen , ahnlich wie das 
Elektroskop ein Hulfsmittel bezeichnet, das Yorhandensein elektrischer 
Ladungen sichtbar zu xnacben. Wiirde es gelingen, aucb die Grofse 
einer vorhandenen Drebbewegung durch quantitative Messung der 
Kreiselbewegttngen festzusteEen, so diirfte man dem Kreisel sogar die 
weitergebende Bezeicbnung eines pyrometers" beilegen. 

Dagegen scheint es uns unzweekmafsig, die Bezeicbnung Gyroskop 
zu veraEgemeinera und als gleichbedeutend mit dem Worte Kreisel zu 
gebraucben, was in der Litterateur baufig gescheben ist. In der That 
bringt doch die Bezeicbnung Gyroskop nur eine besondere Anwendung 
des nacb den versebiedensten Seiten bin interessanten und wichtigen 
Kreiselbegi-iffes zum Ausdruck und es liegt kein Grund vor, die eba- 
rakteristische Bezeicbnung Kreisd (turbo, toupie, top) zu verlassen. — 
Wir baben nun die Tbeorie der Foucaultscben Yersucbe, zunachst 
desjenigen mit dem Kreisel von drei Freibeitsgraden, zu vertiefen. 
Dabei liegt es uns fem, diesen Yersucb mit ausgedebnten analytiseben 
Entwickelungen aus der Tbeorie der Relativbewegungen begleiten zu 
wollen, wie sie thatsacblicb angesteEt worden sind, Entwickelungen*), 
deren Endresultat nach den ihnen zu Grunde Eegenden Voranssetzungen 
sehdiefslicb kein anderes sein kann, als die Bestatigung der Foucaultscben 
Angabe, wonach die Kreiselaxe ihre Lage im absoluten Raume im Wesent- 
Iieben beibehalt. Die Scbwierigkeit und Dnubersicbtlicbkeit der fraglichen 
Entwickelungen bat nur darin ibren Grund, dal's in ihnen nicht konsequent 
vernachlassigt wird, dafs namlicb das Gyroskop niebt durchweg als ver- 
sehwindend klein gegen die Erde oder seine Umdrebungsgeschwindig- 


*) Es handelt sich u. A. um Arbeiten von Quei (Liouvilles Journal Bd. 18 
(1858)), Lottner (Crelles Journal Bd. 64 (1857)), Bour (Liouvilles Journal (2) 
Bd. 8 (1863)). Zusammengestellt bei Gilbert: fitude bistorique et critique sur 
le probleme de la rotation (aus Annales de la Socidtd Scientifique de Bruxelles 
Bd. 2 (1878)). Wir neunen ferner die groJfee Arbeit von Gilbert: Mtbnoire sur 
1’applieation de la methods de Lagrange a divers problkmes du mouvement relatif 
(Ebenda Bd, 6 und 7 1881 — 1883) und das Werk von Budde: Allgemeine Me- 
dbanik der Punkte und starren Systeme (Berlin 1890, 1891, Bd. 2 Nr. 294). 
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keifc nicht durehweg als unendlich grofs gegen die Erdximdrelmng 
vorausgesetzt wird. Wir yerweisen dieserhalb auf die zutreffende Kritik 
von E. Guyou*), der wir nor noeli hinzufiigen moehten, dafs man mit 
demselben ungeheuren Grade der Annaherung, mit dem man die 6e- 
schwmdigkeit der Erdumdrehung gegen die der Kxeiselrotation ver- 
nachlassigt , auch die Tragheitswirkung des aufseren und inneren Binges 
gegen die des Schwungringes vemachlassigen darf ; worauf wir unfcen 
zuruckkommen werden. 

Zunachst wollen wir ausdriicklich verabreden, dafs es erlaubt sei, 
den aufseren und inneren Bing als massdos zu betrachten und von 
Iteibungsivirkimgen ab&usehen. Dann haben wir allein von dem Schwung- 
ringe zu spreeken. Dieser ist um seinen Scbwerpunkt frei beweglicb 
und von Kraften frei, da die Scbwerkraft als im Stiiizpunkte angreifend 
niebt in Betracbt kommt. Die Bewegung des Schwungringes bestebt 
daher allgemein gesprocben in einer reguldren Procession relativ zum 
absoiuten Raume. Die an der Erddrehung teilnebmende Schwerpunkts- 
bewegung beeinflufst diese Drebbewegung in keiner Weise. Deim Be- 
wegung des Scbwerpunktes und Drehung uni den Scbwerpunkt sind 
wie bekannt zwei Yorgange, die sieb beim Fehlen aufserer Erafte glatt 
superponieren, ohne sicb irgendwie zu storen. 

Dies wiirde auch dann noch gelten, wenn die Sehwerpunkts** 
bewegung niebt eine nahezu gleichformig-geradlinige ware, wie sie es 
bei der Erddrehung fiir den Zeitraum einiger Minuten thatsachlich ist, 
sondern wenn der Schwerpunfd in willkwlicher Weise und in belieligen 
scharfm Kriimmungen gefuhrt wiirde . Ja es wiirde niebt nur gelten fur 
den sebnell rotierenden, sondern ebensogut fur den nicht angedrehten 
Schimngring, immer unter der Yoraussetzung der Reibungslosigkeit 
der Fiibrungen und der Massenlosigkeit der Binge. In der That ist die 
kraftefreie Bewegung des symmetrischen Kreisels bei beliebiger Grofse 
der Eigenrotation eine regulare Praeession; von der grofseren oder ge~ 
ringeren Eigenrotation, die wir dem Kreisel erteilen, hangt es lediglieb 
ab ; ob der entstebende Pracessionskegel bei gegebenem seitlichen An- 
stofs eine geringere oder grofeere Winbeloffnung erbalt. Ware es zu 
erreicben, dafs die Axe des Schwungringes zu Beginn des Yersuehes 
momentan im absoiuten Raume genau stillstebt, so wiirde sie ibre Lage 
gegen den absoiuten Baum genau beibehalten, der Offnun gs winkel des 
Praeessionskegels ware und bliebe dann genau gleicb Null, ganz unab- 
hangig davon, ob der Scbwungring um seine Axe rotiert oder niebt, 


*) Sur une solution glementaire du probleme du gyroscope de Foucault 

Comptes Eendues Bd. 106, Paris 1888, pag, 1143. 
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und ob der Schwerpunkt des Apparates bewegt wird oder nicht; denu 
nachdem wir die Reibung wegdefiniert haben, giebt es niebts, was die 
eimnal rubende Schwungringaxe in Bewegung setzen konnte. Wir 
batten tier also die von Foucault bekauptete Stabilierung der Kreisel- 
axe im Raume okne das you Foucault hierfiir als unerlafslich ange- 
sekene Mittel einer kohen Eigenrotation. 

AUerdings 1 st der soeben vorausgesetzte Anfangssustand der Ereisel- 
axe experimental! nickt zu erreichem Der Experimentator kann die 
anfangliche liuke der Kreiselaxe nur vom Standpunkte der Erdbewe- 
gung aus beurteilen; er ist bestrebt, nickt die absolute Ruhe im Raume, 
sondem die relative Ruke gegen die Erde zu verwirklicken. Nebmen 
wir an, dafs ihm letzteres genau gelungen sei, und seken wir zu, 
wie sick die Bewegung der Kreiselaxe gestaltet, wenn der Kreisel 
insbesondere nickt angedrekt ist. 

In der Anfangslage weist die Kreiselane bei dem ersten Fou- 
caulFschen Versucbe horizontal; sie bildet mit der Umdrekungsaxe 
der Erde den Winkel a y welcker zwiscken 9 und % •— 9 (9 = geo- 
graphiscke Breite des Ortes) enikalten ist und von dem Azimuth der 
Kreiseiaxe gegen den Meridian abhangt. Der anfanglicke Cresebwindig- 
keitszustand besteht in einer Drekung um die Erdaxe von der Gr5fse 
m (0 == Erdrotation). Diese Drekung zerlegt sieh in eine Komponente 
m cos a um die Figurenaxe und in eine Komponente & sin a um eine 
aquatoriale Axe des Sckwungringes. Der Anfangsimpuls des Kreisels 
hat nack denselben Axen die Komponenten Cw cos Am sin a; er 

bildet im Falle des Sckwungringes 
(abgeplattetes Tragkeitsellipsoid) mit 
der Figurenaxe einen Winkel 
j welcker bestimmt ist durck 

(1) tg0 = ^tga. 

-p Der Winkel /3 kann auck durck eine 
bekannte Konstruktion (ygl. p. 106 ) 
gefunden werden, die in Pig. 110 
angedeutet ist Aus der Bicktung 
der Rotationsaxe OR, die kier mit 
der Erdaxe zusaxnmenfallt und der 
Bicktung der Figurenaxe OF folgt 
die Bicktung der Impulsaxe OJ, 
indem man an die Spur des Tragkeitsellipsoides in der Ekene R OF 
die Tangente im Schnittpunkte mit OR legt und auf diese das Lot 
yon 0 fallt. 
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Bei der nun folgenden Bewegung bescbreibt die Figurenaxe ini 
Raume einen Pracessionskegel um die Impulsaxe von dem soeben be- 
stimmten Offnungswinkel fi. Dagegen bescbreibt eine mit der Erde 
fest verbundene von 0 auslaufende Richtung vermoge der Erdrotation 
einen Kegel um die Rotationsaxe der Erde. Aus der Verscbiedenbeit 
der Kegel ergiebt sich, daTs aucb der nicbt eigens angedrebte Kreisel, 
von der Erde aus beurteilt ; Bewegungeu ausfiibren wiirde und also (bei 
ganzlicb ausgescbalteter Reibung) im Sinne Foucaults als Gyro stop 
funktionieren wiirde. 

Natiirlieh ist aber aucb die Voraussetzung, dais sich der Kreisel 
im Anfangszustande genau in relativer Rube gegen die Erde befunden 
babe, unzulassig. Selbst bei sorgfaltigstem Experimentieren wird die 
Kreiselaxe relativ gegen die Erde eine Anfangsgescbwindigkeit baben, 
die mit Riicksicht auf die Geringfugigkeit der Erdrotation moglicber 
Weise grofser sein kann wie die der ietzteren entprecbende Ge- 
scbwindigkeit. Der anfanglicbe Imp uls vector, der sicb aus dieser Ge- 
scbwindigkeit zusammen mit der Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation 
bestimmi, kann dann jede beliebige Lage und der Pracessionskegel, 
den die Figurenaxe um diesen Impulsvektor bescbreibt, jede beliebige 
Winkeloffnung baben. Wenn z. B. durcb den anfanglichen Anstofs die 
Komponente der Erdrotation nacb der Figurenaxe des Kreisels gerade 
aufgelioben, die Eigenrotation des Kreisels mit bin. zufaliig Null wird, 
so wiirde der Impulsvektor in eine aquatoriale Axe fallen; der 
Pracessionskegel wiirde dann in die zu dieser Axe normal© Ebene 
ausarten. Wenn andrerseits die Komponente der Erdrotation nacb der 
Aquatorebene des Kreisels . durcb den anfanglicben Anstofs zufaliig auf- 
gehoben wird, so wiirde der Pracessionskegel unendlicb scbmal werden 
und mit der Figurenaxe zusammenfallen; diese selbst wiirde dann im 
Raume absolut stillsteben. Mit Riicksicbt auf derartige unkontrollier- 
bare geringfiigige Anfangsimpulse wiirde also die weitere Bewegung 
des Kreisels vollig unsicber werden. 

Und nun ist die Sache die } dafs man dieser Unsicherheit entgeht , 
wenn man dem Kreisel eine gegen die Erdrotation grofse Eigenrotation 
erteilt Hierzu wiirde z. B. scbon eine Gescbwindigkeit von einer Um- 
drebnng pro Sekunde geniigen, da dieselbe 24 * 60 • 60 mal grofser als 
die Gescbwindigkeit der Erdumdrebung ist. Etwa mit dieser Urn- 
drehungsgescbwmdigkeit bat Foucault in der That gearbeitet*). Der 
Gesamtimpuls des Kreisels, der sicb aus diesem absicbtlicben Eigen- 

*) Vgl. hierzu Instructions stir les experiences du gyroscope; in dem Buche: 
Kecueil des travaux scientifiqo.es de L. Foucault, Paris 1878, p. 417. 
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impuls, dem sonstigen unvertneidlichen Anfangsimpuls und dem Im- 
puls dar Erdrotation zusammensetzt , wird alsdami fast genau die Rich- 
tun g der Figurenaxe haben. Gleichzeitig wird der Pracessionskegel 
so sckmaL dafs wir mit einer fur alia Versuche hinreicheuden Ge- 
nauigkeit yon einer ahsoluten Ruhe der Figurenaxe ini Raume sprechen 
konnen. 

Die dem Kreisel zu erteilende Eigenrotation bezweckt also in 
erster Lime, von den unkontrolUerbaren Anfangsimpulsen leim Ingang- 
setzen des Kreisels frei zu iverden , wodurch Ciberhaupt erst eine be- 
stimmbare und woUdefinierte Bewegnng des Kreisels ermoglichi wird, 
in zweiter Linie, den Pracessionskegel hinreiehend eng m machen , wo- 
durch diese Bewegung so einfach wie moglich wird, wobei sie namlich 
merklich in die einfaehe Rotation um die im Raum feste Pigurenaxe 
libergeht 1st SI die Eigenrotation des Kreisels und wie friiher & die 
Geschwindigkeit der Erdumdrehung, a der anfangliche Winkel der 
Pigurenaxe gegen die Drehaxe der Erde, ferner g? 0 die durch unab- 
siehtliciie Anstofse dem Schwungringe erteilte anfangliche Dreh- 
geschwindigkeit relativ gegen die Erde, y der Winkel, den die Figuren- 
axe mit der Axe von o> 0 bildet, sb bestimmt Sich die Offnung fi des 
Pracessionskegels ahnlich wie in Formel (1) zu: 

ft Jl . 0 sia Bin y . 

'As ® P C SI w cos (x oa 0 cos y 

We nn SI grofs gegen w und eo 0; so hat man merklich — 0. Nehmen 
wir, wie es oben geschah, an, dafs co 0 und o> etwa von gleicher Grofsen- 
ordnung sind, so konnen wir kurz sagen, dafs die Offnung des Kegels yon 
der Grofsenordmmg co/Q wird und dafs die Richiung der Pigurenaxe 
dann und niir dai m als unveranderlich anzusehen ist, wenn man Grofsen 
von der Ordnung a/Q yeriiachlassigi 

Somit ist die Poucaultsche Angabe yon der im Raum festen 
Schwungringaxe unter den bisherigen Yernachlassigungen als him- 
reichend genau bestatigt und gleichzeitig die eigentliche Rolle, die der 
Eigenrotation hierbei zulallt, deutlicher als bei Foucault hervor- 
gekehrt. 

Zunachst soil nun der Einflufe des Massensystems der Auf hanger inge 
studiert bez. nachgewiesen werden, dafs sie ohne merklichen Einftufs auf 
die Lage des Schwungringes sind. Solange wir sie als masselos voraus- 
setzten, stand die Axe des Schwimgringes bei hinreichender Eigenrotation 
desselben merklich im Raume stille. Dementsprechend wird unter dieser 
Yoraussetzung ©in Durchmesser D des inner en Binges, namlich der mit 
der Schwungringaxe zusammenfallende, im Raume festgehalten. Andrer- 
seits wird ein Durchmesser D* des aufseren Binges, namlich der in 
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die Lotlinie des Beobacbtungsortes fallende, durcb seine Yerbindung 
nut der rotierenden Erde in ganz bestimmier Weise gefubrfc. Es ist 
aber ldar ? dafs die Bewegung des Systems unserer beiden Ringe durcb 
Angabe der Bewegung zweier Durcbmesser D und D' Yollstandig fest- 
gelegt ist: Wenn der Durcbmesser D wirklieh im Raume genau stili- 
steht und der Durcbmesser B f genau die Bewegung der Lotlinie mit- 
macbt, so ist die Bewegung unserer beiden Ringe dadurch zwanglaufig 
gemacbt. lure Dredges cbwindigkeit wird bierbei ersicbtlich von der 
Grofsenordnung der Geschwindigkeit dor Erdrotation. Des Naberen saben 
wir bereits pag. 732 ? dafs., solange die Sebwungringaxe relativ zur Erde 
wenig you ibrer borizontalen Anfangslage abweicbt, die Winkelgescbwin- 
digkeit des aufseren Binges gleicb o sin cp sein wurde; die des ixmeren 
Ringes wird 7 wie gleichfalls aus der angezogenen fruberen tjberlegung 
folgfc, gleicb m cos cp sin l 7 wo A das Azimutb der Kreiselaxe gegen 
den Meridian des Beobacbtungsortes bedeutet. Indem des Weiteren 
die Sebwungringaxe ihre Stellung im Raum bebauptet und sicb dabei 
im Laufe der Zeit aus der Horizontalen des Beobacbtungsortes entfernt, 
an dem. sicb diese Werte der Gescbwindigkeiten stetig, bleiben aber 
dauernd von der Grofsenordnung w. 

Jetzt stellen wir uns yor, dais die besebriebene Bewegung der 
Ringe aucb bei niebt Yerschwindender Masse derselben zwanglaufig auf- 
reebt erbalten werde. Hierzu ist erforderlieb, dafs den Ringen zu Anfang 
der Bewegung die Impulse A 1 o cos cp sin A 2 co sin cp erteilt werden, 
wo A x und A 2 die Tragheiismomente des inneren und aufseren Ringes 
um einen ibrer Durcbmesser bedeuten, und dafs diese Impulse in der 
Weise abgeandert werden, wie es der Yeranderlicbkeit der Dreb- 
gescbwindigkeiten entspriebt. Sie bleiben dabei von- der Grofsenordnimg 
A 1 &) und Ay®. Setzen wir sie mil dem Impuls der Eigenrotation des 
Scbwungringes zusamxnen, welcber im Wesentlicben CSi betragt, so 
ergiebt sicb ein Gesamtvektor, der nacb Ricbiung und Grofse jedenfalls 
nur wenig yon dem konstanten Eigenixnpuls des Scbwungringes ab~ 
weiebt. Der Ricbtungsunterscbied sowie der verbaltnismafsige Grofsen- 
unterschied. beider Vektoren ist namlicb yon der Grofsenordnung co/Q } 
wenn wir das Verbaltnis der Tragheitsmomente AJG und A 2 /C y indem 
wir ungiinstig rechnen, der Grofsenordnung nacb gleicb 1 setzen. (Bei 
der wirklicben Ausfuhrung des Foucauliscben Gyroskops sind diese 
letzteren Yerhaltnisse sogar wesentliefa kleiner als 1,) 

Wir konnen hiemacb sagen: zu der von uns fingierten zwang- 
lauflgen Bewegung der Ringmassen, wie sie sicb bei Festbaltung der 
S cbwungringaxe ergeben wiirde, gebort ein Gesamtimpuls, der nacb 
Richiung und Grofse als konstant angesehen werden darf, sofem wir 



742 


VTLL Abschnitfc B. Geophysikalisdhe Anwendungen. 


Richtungs- und Grofsenanderungen toil der Ordnimg mjSl yernaeh- 
lassigen. Er bleibt also in demselben Sirme und mit demselben Ge- 
nauigkeitsgrade konstant, wie die Figurenaxe bei Abseliung yon den 
Erngmassen Hire Lage im Raume beibehalt. In der That war aucb 
die Unyeranderlichkeit der Sehwungringaxe nur eine angenaherte, wie 
im Ansebliifs an GL (2) heryorgeboben wurde, und nur eine bei Ye r- 
nachlassigung des Grofsenverhalfcnisses m/Q zuireffende. 

Wir schliefsen hieraus, indeni wir nunmelir von der bisher be- 
trachteten erzwungenen zu der freien Bewegung des Massensystems : 
Sckwungring, innerer und aufserer Ring, ubergehen, dafs diese Be- 
wegung bei gleicher Wahl des Anfangszustandes mit jener identisch 
ausfallt, sofern wir nur XJnterschiede yon der Grofse cd/Q vernachlassigen. 
Denn fur die freie Bewegung ist zu fordem, dafs bei dieser der Gesamt- 
impuls des Massensystems nach Richtung und Grofse im Raum konstant 
bleibe. Dieser Forderung genugt innerhalb der Genauigkeitsgrenze 
o/Sl die bisher betraektete erzwungene Bewegung. Daher stimmt die- 
selbe innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze mit der natiirlichen Be- 
wegung des Mafsensystems iiberein. 

Mit anderen Worten: Der Einflufs der Massen des Cardanischen 
Gehdnges auf die Bewegung des FoucauMschen Gyroscopes von drei Frei- 
heitsgraden ist nur von der Grofsenordnung co/Q und lafst sieh in der 
BeobacMimg auf Jceine Weise nachweisen . Er darf nicht nur, sondern 
er mufs konsequenter Weise vemaehlassigt werden, wenn anders man 
iiberhaupt mit Foucault yon der Unyeranderlichkeit der Sckwungring- 
axe sprechen will — 

Um Mifsverstandnissen ©ntgegenzutreten, wollen wir nock ausdriick- 
lich hervorheben, dafs die bei der Foucaults chen Beobachtungsmethode zu 
messende Winkelanderung des aufseren Ringes gegen die Erde (oder 
die Horizontalkomponente der relatiyen Bewegung der Sehwungringaxe) 
nicht ihrerseits von der hier yernachlassigten Grofsenordnung ist. Jene 
W inkelan derung hetrug namlich co sin cp At Ihr V erhaltnis gegen 
Grofsen von der Ordnimg coj Q ist Q sin 9 ? At. Hier bedeutet Q At 
den Drehungswinkel des Scbwungringes wahrend der Beobachtungszeit, 
also bei einigermafsen schneller Rotation und einer beispielsweisen Be- 
obachtungszeit yon 8 Minuten, ein aufserordentlich grofses Yielfaches yon 
2#. Wir erkennen hieraus, dafs der Wert des zu beobachtenden gyro- 
skopisehen Effektes durch Y ernachiassigungen von der Ordnimg co/Q 
in keiner Weise getriibt wird. — 

Yon ungleich grofserem Einflufs wie die Massen der Aufhange- 
ringe durfte die Beibimg sein. Wir denken dabei teils an die Reibung 
in der Fiihrungsaxe des aufseren Ringes , teils an diejenigen Wider- 



§ 9 . Der Naclrweis der Erdrotation durch die Kreiselwirkung 743 

start de, die sich zwischen den Sehneiden des inneren Ringes und ihren 
Anflagerflach-en am aufseren Ringe entwickeln. Die TJntersuchung dieser 
Fehlerquellen, zn denen sich noch Luftwiderstand, Luftstromungen, Er- 
wanming des Materials etc. geselien, ware fiir das wirkliche Yer- 
standnis der Foucaultschen Yersuehe jedenfalls wichtiger als die pag. 736 
erwalmten unndtig allgemeinen und mathematisch ausgesponnenen Be- 
fcrachtungen iiber Relativbewegungen. 

Den Einflufs der Lagerreibungen koniien wir mis in yergrofsertem 
und yergrobertem Mafsstabe durch ein einfaches Experiment klar 
maehen. Wir nehmen einen Kreisel im Cardanischen Gehange, dessen 
Schwerpunkt im Mittelpunki des Gehanges liegt (Fig. 2). Den Sckwung- 
ring versetzen wir in starke Rotation nnd stellen seine Axe anfangs 
horizontal Darauf drehen wir das Gestell langsam mn die Yertikale. 
Liegen die Verhaltnisse gunstig, d. h. ist die Reibnng in den Lagern 
gering, die Eigenrotation stark nnd die Drehnng des GesteU.es langsam, 
so behalt die Schwungringaxe zuriachst ihre urspriingliche Lage schein- 
bar bei nnd halt dadnrch anch die Ebene des aufseren Ranges im 
Raume fest. Dies Ergebnis ist aber nu r eine Folge nngenauer Beob- 
achtung. Bei langer anhaltender Drehung des Gestelles oder bei ab~ 
sichtlich yermehrter Lagerreibnng sehen wir, dafs sich die Axe des 
Sehwungringes langsam hebt nnd dabei den inneren Ring schief stellt, 
wahrend der aufsere scheinbar fortfahrt, seine nrspriingliche Lage im 
Wesentlichen beizubehalten. Drehen wir andrerseits das Gestell um die 
horizontal Axe des inneren Ringes, so bemerken wir ebenfells zu~ 
nachst ein scheinbares Stehenbleiben der Schwungringaxe, wodnreh der 
innere Ring in seiner nrspriinglichen Horizontalebene festgehalten wird. 
Bei langer anhaltender Drehung oder bei Yermehrter Reibung sehen 
wir aber, dafs die Axe des Sehwungringes seitlich in der Horizontal- 
ebene ausweicht, wobei sie die Ebene des aufseren Ringes um deren 
Axe verdreht. 

Der Grand dieser Bewegungen liegt offenbar in der Reibung. 
Drehen wir das Gestell um die Vertikale, so bewegen sich die Lager 
des aufseren Ringes relatir gegen dessen Zapfen, welche durch den 
Schwungring annahemd festgehalten werden, und es entsteht ein Rei- 
bungsmoment um die Drehaxe des aufseren Ringes; dieses setzt, wie 
wir bei dem Yersuch sehen, in erster Linie nicht den aufseren, son- 
dem den inneren Ring in Bewegung. Drehen wir aber das Gestell 
um die vorher genarmte horizontal Axe, so tritt ein Gleiten der Lager 
des inneren Ringes gegen dessen Zapfen und im Zusammenhange damit 
ein Reibungsmoment um die Axe des imieren Ringes auf;"dasselbe yerseizt 
nicht den inneren, sondern yornehmlich den aufseren Ring in Bewegung, 
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Die Erkiarung dieser abermals paradoxen Erscheinungen lafst sick 
wenigstens qualitativ aus der Theorie des sehweren Ereisels entnekmen. 
Ilnser im Schwerpunkte unterstiitzter Sckwangriag verhalt sick mater 
dem Einflufs eines Reibungsxnomentes um die Drehaxe dps inneren 
Ringes mutatis mutandis wie ein schwerer Kreisel. Dean das genannte 
Reibungsmoment hat, gerade so wie die Schwere beim Nicht-Zusammen- 
fallen von Sckwerpunkt und Stiitzpunkt, die zur Figurenaxe senkrechte 
horizontale Gerade (,,Knotenlinie“) zur Axe. Die Folge ist eine pseudo- 
regulare Pracession des Schwixngrmges, bei welcher die Figurenaxe des 
Schwungringes in der Horizontaiebene ausweicht. Die Ebene des inneren 
Ranges bleibt dabei im Mittel horizontal, die des aufseren Riuges wird 
verdreht. Die TJberlegung lafst sich entsprechender Weise auch auf die 
zuerst betraehtete Drehung um die vertikale Drehaxe des aufseren 
Ringes iibertragen und ergiebt dabei eine Pracession des Schwungringes 
in einer Yertikalebene, also eine Yerdrekung des inneren Ringes. Ubrigens 
kommen wir auf diesen letzteren Fall im folgenden Kapitel bei dem 
Geradlaufapparat des Torpedos zuriiek, woselbst wir eine eingehendere 
Theorie der fraglichen Erscheinung geben werden. 

Auf den Foucaultschen Versuch iibertragen sich diese Ergebnisse 
wie folgt: Was bei uns das Gestell des Ereisels, ist bei Foucault die 
Erde. Ihre Drehung findet um die Polaraxe statt. Wir zerlegen sie 
in drei Drehungen um die Lotlinie, d. h. die Drehaxe des aufseren 
Ringes, um die urspriinglich horizontale Drehaxe des inneren Ringes 
und um die Figurenaxe des Schwungrmges. Die den beiden erkten 
Drehkomponenten entsprechenden Reibungswiderstan.de wirken in der 
Weise unseres Versnckes - auf den Sehwungring; die eine verdreht den 
inneren Ring und lenkt dabei die Axe des Schwungringes in verti- 
kalem Sinne ab, die andere verdreht den aufseren Ring und bewirkt 
eine Horizontalablenkung der Schwungringaxe. Beide TJmsiande storen 
diejenige scheinbare Bewegung, die die im Itaum feste Schwungring- 
axe nach Foucault relativ zur Erde beschreiben soil. Die dritte nach 
der Figurenaxe genommene Komponente der Erddrehung kommt nicht 
weiter in Betracht; das entsprechende Reibungsmoment addiert sich 
zu der von der Eigenrotation herruhrenden lieibung der Schwung- 
ringaxe in ihren Lagern und ist gegen diese zu vemaehlassigen. 

Es sind mithin bei dem Foucaultschen Versuch verschiedene Beibungs - 
einfldlsse thatig, welche die absolute Buhe der Schwungringaxe storen . 

Es entsteht nun die Frage, wie man iiber diese Reibungseinflusse 
Herr werden kartn. Das Mittel hierzu liefert abermals eine hinreidiend 
hohe Eigenrotation des Schwungringes . (Foucault selbst la&t uns iiber die 
Rolle die der Eigenrotation bei seinen Versuchen zufallt, vrie schon oben 
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erwahnt, einigermafsen im Unklaren.) Mit Riicksicht auf die Anfangs- 
bewegung der Schwungringaxe sahen wir,. dafs die Eigenrotation die 
Aufgabe hat, den yon dieser Axe im Allgemeinen heschriebenen Pm- 
cessionskegef Tiinreichend enge zu machen ■. Mit Riicksicht auf die Reibung 
dagegen mussen wir sagen, die Eigenrotation bezweckt, die zu den 
yersehiedenen ReibungseinSussen gehorigen Prdcessionsgesehwindigkeiten 
moglichst langsam zu machen. Es bandelt sicb dabei wohlgemerkt 
jetzt um ganz andere Pracessionsbewegungen wie friiher. Bei der 
durch die Reibung bewirkten Pracessionsbewegung, auf die wir nach 
Analogie mit dem scbweren Kreisel schlossen, beschreibt die Axe 
des Scbwungringes einen in eine Ebene ausgearteten Kegel (oder 
Faeher) und zwar einen solchen in der Horizontal- oder Yertikalebene, 
je nacbdem wir allein das Reibungsmoment um die Drehaxe des inneren 
oder allein das um die Drehaxe des aufseren Ringes betrackten. (In 
Wirklichkeit werden sick natiirlich beide Bewegungen uberlagem und 
es werden auck nock minimale Sckwankungen hinzutreten , die in der 
frilker betrachteten Pracessionsbewegung ibren Grand kaben.) Da die 
Pracessionsgesckwindigkeit des scbweren Kreisels gleiek P/N war, wo 
P das Moment der Sckwere und N den Eigenimpuls des Kreisels 
bedeutet, [ygL z. B. p. 305 GI. (13)], so wird die Gesckwindigkeit der 
durcli die Lagerreibung bewirkten Pracession analog gleiek M/N wer- 
den, wo M das eine oder andere Reibungsmoment, N wiederum den 
Eigenimpuls bedeutet. Durck Yergrofserung yon N kann man je den- 
falls dies© Pracessionsgesckwindigkeit so klein machen, dafs wahrend 
einiger Minuten Beobachtnngszeit die Kreiselaxe iiberhaupt nock nickt 
merklick aus ikrer Anfangslage im Raum abgewicken ist. Jedenfalls 
seken wir, dafs, wenn es iiberhaupt erlaubt ist, yon der Reibung abzu- 
eeken, dies nur fur einen nickt zu langen Zeitraum und dank einem 
kinreickend grofsen Eigenimpulse gestattet ist. Wenmckm der Eigen- 
impuls die Wirlcung der Reibungsmomente nichi aufhehen kann , so kann 
er dock eo, das Zeitmafs dieser Wirkung so reduzieren , dafs dieselbe fur 
eine nicht zu lange Beolachtungszeit unwesmtlich wird . 

Wie grofs man aber den Eigenimpuls wahlen mufs, um dieses zu 
exreichen, lafst sick theoretisck nickt bestimmen, da es hierbei auf die 
Grofse der Reibungsmomente M, also auf die Konstruktion der Lager 
und Sckneiden ankommt. Hier katte die genaue experimentelle Unter- 
euckung der Fehlerquellen einzusetzen, die bei Foucault selbst zu fehlen 
sekeint Das experimentelle Genie yon Foucault biirgt uns dafur, dafs 
die Reibungswirkungen M bei seinem Apparat sekr klein waren; wie 
Hein sie aber waren, dariiber gewinnen wir aus semen Mitteilungen 
keiu TJrteiL 
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Eine andere Schwierigkeit des ersten Foucaultschen Versuches, 
namlich die Notwendigkeit einer sehr genauen Zentrierung des Schwung- 
ringes*), wird* durch eine gliickliche Modifikation des Gyroskops, das 
sog. JBarogyroskop, umgangen, von dem unten die Rede sein wird, 

Wir gehen zunachst zu dem zweiten Foucaultschen Versuch 
(Kreisel von zwei Freiheitsgraden) liber and haben bier die beiden inte- 
ressanten Satze zu beweisen, dais a) ein in der Horizontalebene beweglicher 
Scliwungring wie eine Deklinationsnadel , b) ein in der Meridianebene 
beweglicher mutatis mutandis wie eine Inklinationsnadel sick verhalt 

Der Beweis beider Satze ist unmittelbar einleucbtend, wenn wir 
uns auf den friiher entwickelten Begriff des Deviationswiderstandes 
stUtzen (vgl, Kap. Ill § 6)5 umstandliche analytische Entwickelungen ; 
wie sie fur diesen Zweck von Gilbert**) gegeben sind, scbeinen hier 
ebensowenig am Platze, wie im vorigen Falle. Die folgenden einfacben 
Betrachtungen stimmen im Resultat mit den Gilbertseben Entwicke- 
lungen iiberein. 

a) Drehaxe des dufseren Binges in die Lotlinie gestelli, inner er Ring 
unter einem rechfm Winkel gegen den dufseren festgeklemmt, Schwung - 
ringaxe die Horizontalebene bestreicheml Wir zerlegen die Brdrotation 
co in .zwei Komponenten nack der Lotlinie und dem Meridian des Be- 
obacbtnngsortes. Die erste Komponente betragt co sin <p, wenn die 
geograpbiscke Breite ist. Dieselbe beeinflufst bei binreiebend ge~ 
ringer Reibung in den Zapfen des aufseren Ringes die absolute Lage 
des Schwungringes nicht; der Scbwungring macbt diese Drehung ein- 
foch nieht mit, wobei er natiirlich aucb den inneren und aufseren Ring 
verhindert, dieser Drehung zu folgen, und verbalt sick hinsicbtlieb 
dieser Komponente ebenso wie der Kreisel von drei Freiheitsgraden 
hinsichtlicb der gesamten Erdrotation. Die andere Komponente ist 
co cos <p, Denken wir uns die Lage des Schwungringes in der Hori- 
zontalebene ffir einen Augenbliek fixiert, so wiirde diese Komponente 
die Axe des Schwungringes auf einem Kreisbegel urn den Meridian 
herumfiikren und der Kreisel eine regular© Pracession beschreiben. 
Yermoge seiner Tragheit widerstrebt er dieser Fubrung mit einem 
Moment e ; dessen Axe gleichzeitig auf der Figurenaxe und der Axe des 
Praeessionskegels senkrecht steht, in unserem Falle also in die Lotlinie 
fallt Die Grofse des Momentes betragt nacb p. 175 Gl. (1), wenn wir 
fur die dori mit v bezeicbnete Pracessionsgescbwindigkeit den Wert 


*) Vgl. die oben cit. Instructions sur les Experiences du gyroscope. 

**) Ygl. § XV nnd XYI der p. 736 citierten Arbeit; Memoire sur Fapplica- 
tion etc. 
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io cos (p eintragen und den Eigenimpuls N des Scbwun gringes *) in 
die Fennel einfubren: 

(8) K = — m cos (p sin & (N — Am cos (p cos $•); 

^ meint hierbei den Winkel zwiseben der Figurenaxe des Kreisels und 
der Axe des Prazessionskegels, d. h. in unserem Falle den. Winkel 
zwischen Figurenaxe und Meridian* Znr Fixierung des Yorzeicliens 
werde festgesetzt, dafs wir ^ yon der nordlicben Seite des Meridians 
aus zablen wollen und dafs wir diejenige Seite der Scbwungringaxe als 
(positive) Figurenaxe reebnen, urn welcbe die Eigenrotation in dem- 
selben Sinne erfolgt, wie die Erdrotation um die Verbindungslinie 
Erdmittelpunkt — Nordpol, dafs wir also mit Benutzung der pag. 734 
eingefiibrten Ausdrucksweise die Figurenaxe vom Mittelpunkte des 
Scbwungringes nacb dem „Nordpol“ desselben gezogen denken. Das 
Produkt mN in Gl. (3) ist auf Grand dieser Festsetzungen eine positive 
Grofse. 

tfbrigens ist in (3) das zweite Glied der Klammer gegen das erste 
unbedingt zu streicben* Jenes Glied verbalt sieb namlicb zu diesem 
der Grofsenordnung nacb wie Am zn N oder (unter Absebung von der 
Verschiedenheit des aquatorialen und polaren Tragbeitsmomentes) wie 
die Gescbwindigkeit der Erdumdrehung zur W inkelgescb windigkeit des 
Scbwungringes oder wie die Dauer einer Scbwungringumdrebimg zur 
Liinge des Tages. Wir sehreiben daber statt (3) kiirzer; 

(3') K =» — Nm cos (p sin 

Soil nun die yorausgesetzte Pracessionsbewegung des Scbwung- 
ringes unter der unveranderlicben Neigung # gegen den Meridian auf- 
recht erbalten werden, so miifste ein Moment — K um die Lotlinie 
ausgeubt werden, Welches den Tragheitswiderstand K iiberwindet. Ge- 
schiebt dieses nicht, so bewegt sicb der Scbwungring so, als ob ein 
Moment + K um die Lotlinie wirkt, welcbes den Winkel # veranderi 
Die Lotlinie ist fur den Scbwungring eine aquatoriale Hauptaxe, des- 
gleicben fiir den aufseren Ring, fur den inneren Ring dagegen die 
Figurenaxe desselben. Nennen wir A 1} C 17 A s , C 2 die bez. aquato- 
rialen und polaren Haupttragbeitsmomente des inneren und aufseren 
Binges, so wird fiir die Drebung um die Lotlinie die Summe der in 


*) Der Eigenimpuls JV driickt sich (vgl. z. B. p, 222 oben) durch die Eulers chen 
Winkel <p, fy, # folgendermafsen aus: N = C (ip' 4~ cos dip'); die W ink elg es ch win- 
digkeiten ip' und sind aber in Gl. (1) von p. 175 mit ft und v bezeichnet. Es 
wird daber aucb: N = <7 (ft + cos # v). S elb stv er standlioh hat der Euiersche 
Winkel (p niebts mit der im Text benutzten geographiseben Breite tp zu thun. 
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Frage konimenden Tragheitsmomente von Schwungring, innerem und 
aufserem Ring A + + A 2 . Die Bewegungsgleichung wird mithin : 

(4) ( A 4* C t -f A s ) ~ K = — No cos <p sin 

Dafs gleichzeitig der Eigenimpuis des Schwungringes durch die Erd- 
drehung nicht geandert wird, ist selbstverstandlieh , weil die Axe von 
K auf der Figurenaxe senkreeht steht. N ist daher in der vorigen 
Gleiehung eine Konstante, In welchem Umstande wir diejenige zweiie 
Gleiehung erblicken konnen , die zur vollstandigen Beschreibung der 
Bewegung unseres Kreisels von zwei Freiheitsgraden neben (4) erfor- 
derlich ist. 

Gl. (4) zeigt nun unmittelbar Folgendes: Im Gleichgewicht befmdet 
sich die Schwimgringaxe nur dann, wenn dieselbe die Bichtung des Meri- 
dimes hat Denn wir haben fr" = 0 nur dann, wenn entweder & = 0 
oder & « it ist. Von dm beiden Gleichgetvichtslagen & » 0 und & « tc 
ist die erstere dne stabile, die letztere eine labile. Denn vermoge des 
Vorzeichens der rechten Seite von (4) wird bei einer Stoning der 
Gleicbgewichtslage 0 = 0 die Scbwungringaxe durch die anftretende 
Winkelbeschleunigung nach dieser Lage zuruetgefuhrt, dagegen bei 
einer Stoning der Gleicbgewichtslage O = % von dieser entfernt. In 
der stabilen Gleichgew ichtslage befmdet sich die Eigenrotation des Schwung- 
ringes mit der meridionalm Komponente der Erdrotation im gleichsinnigen 
ParalMisnms. Denn wir wollten, um das Vorzeiehen von rnN posiiiv 
zu machen, den Winkel O zwiscben Meridian und Figurenaxe so be- 
stimmen, dafs die Eigenrotation uni die Figurenaxe in demselben Sinne 
erfolgt, wie die Erddrehung um die Erdaxe oder wie die meridional© 
Komponente derselben um die nordliche Halfte des Meridians, von der 
aus wir den Winkel # zahlen. Die von Foucaidt hervorgehobene Ten - 
denz mm gleichsinnigen ParalMismus der Drehaxen zeigt sich in dem 
Auftreten der nach der stabilen Gleichgeivich islage Inn gerichteten Be - 
scMeunigung der Schwmgringaoze. 

Am einfachsten und vollstandigsien lafst sich die in Rede stebende 
Bewegung beschreiben, wenn wir sie mit der Bewegung eines mathe- 
matischen Pendels vergleichen. In der That ist (4) nichis anderes, 
als die gewohnliehe Differentialgleichung der Pendelbewegung. Die 
letztere konnen wir ; wenn wir unier l die Lange des Pendels und 
unter O’ denjenigen Winkel verstehen, den l mit der stabilen Gleich- 
gewichtslage, d. b. mit der Schwererichtung jeweils einsehliefst, schreiben: 

(4') _r--i-sin.fr. 

Um die Gl. (4) und (4') in einander uberzufiihren, ist es nur notig, 
l so zu wablen, dafs 
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^5) l = € M + g i + -4) . 

D^e For met gieht die Lange des Jcorrespotidiermden maihemedisdmt 
Bendels an, dessen Bewegung bei gleiehm Anfangswerten von # md ¥ 
mit der Bewegung unseres Schwungringes gmau idmtisch ist Lange 
und Schwingungsdauer des Pendels wird um so Meiner, je grofser N 
ist; dementspreehend nimmt die Richtkraft- der Erddrebung auf unseren 
Schwungring mit der Grofse des Eigenimpuises N zu. 

Aucb der Yergleich mit der Deklinationsnadei lafst sich jetsst aufs 
einfacbste durehfiihren. Da namlich die Bewegungsgleichung einer 
soiehen lautef J ¥' — — MU sin #*, wo J das Tragheitsmoment der 
Nadel, M das magneiische Moment derselben mid S die Horizontal- 
intensitat des Erdmagnetismus bedeutet, so wird die Lange des dieser 
Magneinadel korrespondierenden maihematischen Pendels 


(5') 


j£. 

MB 


Indem man die in (5) und (5') angegebenen Pendellangen gleichsetzt, 
erkennt man, wie sich die yon Foticault ausgesprochene Zuordnung 
des rotierenden Schwungringes mit der * Magneinadel auch quanfcitatiy 
durchfilhren lafst* Stelit man sich z. R yor, dafs das Tragheitsmoment 
J der Nadel mit dem fur die Bewegung des Schwungringes in Beiraciit 
kommenden gesamten Tragheitsmoment A -f- C t + A % der Rreiselvor- 
richtung Iihereinstimmt, so hatte man den Eigenimpuls des Sell wring- 
ringes einfach so zu wahlen, dafs Nm cos ip » MS ist; dlsdann wird 
die Bewegung unseres Schwungringes Vom Eigenimpuh N hei gleiehm 
Anfangswerten von & und ¥ ein kongrumies Ahhild der Bewegung einer 
Magneinadel vom magnetischen Moments M. 

b) Brehaxe des dufserm Binges senkrecht gegen die Meridianebene 
gerichtet , innerer Bing senkrecht gegen den dufserm festgestellt , Schmmg - 
ringaxe in der Meridiambene beweglich. 

Yon einer Zerlegung der Erdrotation in Komponenten haben wir 
hier abzusehen, weil die Gresamtrotation co die Lage des Schwungringes 
in der Meridianebene beeinflufst* Denken wir uns den Winkel # zwischeix 
der Axe dee Schwungringes nnd der Axe der Erdrotation fiir einen 
Augenblick festgehalten, so wiirde der Schwungrmg eine regulare Pre- 
cession um die Erdaxe besehreiben. Dem widerstrebt er yermoge 
seiner Tragheit mit einem Momente K, dessen Axe gleichzeitig auf 
der Axe des Schwungringes und der der Erdrotation senkrecht steht, 
also in die Normal© zur Meridianebene, d. h. in die Drebaxe des aofseren 
Ringes fall! Die Grrofse des Moinentes betragt nach p. 175 GL (1), 

TOein- SoKim erf eld, XyeiselbewegtiBg. Ill Ault. 48 
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werm wir nunmehr m siatt v und N statt C(ji -f v cos $) era- 
tragen ? 

(6) K — — m sin %• (N — Am cos #*). 

Ebenso wie unfcer a) liaben wir das zweite Glied der Klammer gegan 
das erste zn vernacblassigen* so dais emfacher wird: 

(O') K = — - Nm sin ft. 

Setzen wir ahixlich wie unter a) fest ? dafs wir die Figurenaxe vom 
Mittelpunkte des Schwungringes nacb derjenigen Seite bin zieben, you 
der aus geseben die Rotation des Schwungringes in demselben Sinne 
erfolgt wie die Erdrotation ran den Nordpol* raid messen wir den 
Winkel & von der nordlicben Haifte der Erdaxe nacb der so definierten 
Figurenaxe km ? so wird das Produkt Nm in der vorigen Gleicbung 
popitiv sein. 

Soli also der Scbwungring in der sicb drebenden Meridianebene 
seine Lage beibebaltexL, so ist dazu ein Moment — K ran die Drebaxe 
des anfseren Singes erforderlicb, welches die Tragbeitswirknng des 
Schwimgringes iiberwindeh Wird ein solcbes Moment nicbt ansgeiibt^ 
so nrafs sicb der Winkel & zwischen Erdaxe und Figurenaxe andern, 
in solchem Mafse 5 das das Produkt aus dem Tragbeitsmoment der be- 
wegten Teile und der W inkelb eg chle an i gung gleicb K wird. Dies 
fiibrt ebenso wie oben auf die Differ entialgleichung : 

(7) (A + C x +• A^)®" — K — Nw sin 

Aus dieser Gleicbung ergeben sicb unmittelbar die folgenden 
Schliisse: Der Schwungring befindet sick innerhalb der Meridianebene nur 
dann im GleichgemcM f wenn er die MichUmg der Erdaxe hat f d. h. nur 
in dm beiden Lagen % « 0 und & *=* %. Die erstere Lage ist eine stabile 
die letztere eine labile Gleichgetmchislage. Indent die dutch (7) bestimmte 
Beschleunigung dm Sehumngring nach der stabilen Gleichgewicktslage 
Mnfuhri, ist sie bestrebt, die Brehoxe des Schwungringes mil der Dreh - 
axe der Erde in homohgem Sinne parallel m richtm . 

Aucb die jetzige Bewegung ist kongruent mit der Bewegung eines 
©infachen Pendels. Die korrespondiermde FendeUange betrdgt mrnnehr 

(8) J M jb ^ . 

Andrerseits lafet sub aucb die Bewegung der Liklinationsnadel mit der 
Peudelfcewegung identifizierem Bedentet J und M Tragbeitsmoment 
und magnetiscbes Moment der Nadel, T die Totalintensitat des Erd- 
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magnetismus, so wird die Lange 
sprechenden Pendels; 


(8') 



des dieser LiMinationsnadel ent- 


Aus item Vergleich von ( 8 ) und (S') erkennt man } wie sich das Ver- 
Italten unserer hi der Meridmnehene beiveglichen Schwitngringaxe dem 
Verhalten der Magnetmdd im InMinationskom pa/h quantitativ m~ 
ordnen llifst } wobei indessen der pag. 735 hervorgehobene Unterschied 
beider Bewegungen im Auge zu beliaiten isl 

c) Die vorangehenden Resultate lassen sicii leicht zusamraenfassen 
und verallgeroein ern, weim man anmmnit, daft die Axe des Scbwnng- 
ringes in einer gegen die Erie heliebig gelegenen Ebene E beweglich sei. 
Man kann, inn dieses zu erreichen, die Ebene des inneren Singes wie- 
der senkreclit gegen die des aufseren feststellen und bat dann nur die 
Drebaxe des aufseren Singes reiatiy gegen die Erde so zu ftgern, daft 
dieselbe senkrecht auf der Ebene E stebt. Bedeutet X den Winkel 
zwischen der Axe der Erdrotation und der Ebene E, so kommfc als 
wirksame Komponente der Erdrotation a j cos X in Betracbt und es 
ergiebt sieb als Lange des korrespondierenden einfacben Pendels: 

/on 7 — (A -f- Ci -f Ar) 

W * w Ncos l 


Diese Pormel gebt in den Fallen a) und b), wo im Besonderen 
,X — 9 bez. X ~ 0 wird, in die Gb (5) und ( 8 ) iiber; eie riibrt von 
Gilbert her*). 

Koeb mogen zwei Bemerkimgen binzugefugt werden iiber den 
Einfiufs der Reibung und der Massen des Auf bangesysiems ; diesel 
Bemerkungen sollen sich gleicbmafsig auf die Falle a) und b) ? so wie 
auf den veraligemeinerten Fall c) beziehen. 

Bie Reibung in den Lagern des aufseren Ringcs wird sich natur- 
lich aucb bei dem Gyroskop von zwei F reibei bgraden bemerklicb 
maclien. Wahrend die Schwingungsamplifcude der S cbwungringaxe bei 
Yemachlassigung der Reibung konstant bleiben mufste ; wie die obige 
Betrachtung seigt ; wird sie durch die Reibung alimablieb gedampft. 
Die Schwungiingaxe wird sieb also mit abnehmender Amplitude der 
Schwingungen immer mebr der stabilen Gleiebgewichtslage n&hern und 
sich sehliefslicb in diese einstellen^ wenn die Eigenrotation des Sobwung- 

*) Gl. (180) in der fr&her cit. Arbeit: M^moire sur l 1 application etc. Wir 
sind im Texte nnr claxin yob Gilbert abgewichen, dais wir beim Cbergange von 
(3) zu (3") und von (6) zn (S') ein Glied mit dem Faktor nnterdriickt habeu, 
welches mit Rucksicht auf den Genauigkeitsgrad des ganzen theoretisehen An- 
satzes keine Bedeutung bat. 


48 
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ringes hinreicbend lange anhalt. Hinsichtlicb der quantitativen Ver- 
haltnisse diirfen wir uns dabei einfach auf die Analogie mit dem ein- 
faeben Pendel oder rait der Magnetnadel berufen. Bei ahnlicher Kon- 
struktion der Lager wird die Reibungswirkung bei den in Rede stehenden 
Versuehen eine ahnliche sein, wie bei dem einfachen Pendel und bei 
den Schwingungen einer Magnetnadel, die ihrerseits naturlich stets ge- 
dampfte Schwingungen sind. 

Was die Massenwirkung des aufseren und inneren Ringes betrifft, 
so konnte es auf fallen, dais wir dieselbe in unseren letzten Formeln 
zum Ausdrnck gebraclit haben, wahrend wir bei der Besprecbung des 
ersten Foucaultschen Yersucbes sagten, dafs sie zu vernachlassigen 
sei Dies erklart sicb daraus, dafs im ersten Foucaultschen Versnehe 
(bei Vernachlassigung der Reibung) die S chwungringaxe im Raume merk- 
lieh feststeht und die Ringmassen nur Drehgeschwindigkeiten yon der 
Ordnung der Erdrotation ausfubren, dais dagegen im zweiten Fou- 
caultschen Yersucli die Schwungringaxe wirkliche Beschleunigungen 
erfahrt, an denen die zu einem Ganzen verbundenen Mafsen des aufseren 
und inneren Ringes teilnekmen. Wahrend im ersten Foucaultschen 
Versuche der Einflufs der Ringmassen auf die zu beobachtende Grofse 
der relatiyen Bewegung des Schwungringes verschwindend klein war 
(yob der Ordnung wjQ Ygl. p. 742), wird er im zweiten Foucaultschen 
Yersuch von derselben Grofsenordnung wie die zu beobachtenden Be- 
wegungen der Sehwungringaxe selbst, so dafs sicb z. B. in der Forniel 
(9) das Tragheitsmoment der Ringe C u A 2 zu dem des Schwungringes 
A direkt binzuaddiert. — 

Es bleibt uns schliefslich nocb ubrig, yon einer zweckmaieigen 
Abandoning des Foucaultschen Gyroskops, dem scbon genannten Baro- 
gyroshop von Gilbert zu sprecben. Wie der Name besagt, kommt bei 
diesem Apparat aufser der Erdrotation auch die Schwere ins Spiel. 
Wir schildern die Einrichtung desselben an Hand der Abbildung*) 111, 
indem wir den Vergleicb mit dem Foucaultschen Gyroskop ziehen . 

In der Figur sieht man zunacbst den Sekwungrmg D mit seiner 
Axe a f auf welcber sicb bei E ein Zahnrad zum Anlassen desselben 
befmdet, sowie in der Verlangerung der Axe nacb unten bin ein Lauf- 
gewicbt p. Als inneren Ring konnen wir bier den Rabmen C be- 
zeichnen, welcber bei A und A auf Scbneiden rubt. Den Biigel 8 
konnen wir mit dem aufseren Ringe bei Foucault yergleichen. Er 
lafst sicb in der Hiilse H yerdreben und auf dies© Weise in ein be- 

*) Dieselbe ist dem „Katalog mathem. Modelle, Apparate und Instrument© 14 , 
im Auftrage der deutschen Mathem.- V ereinig. herausgegeben von W. Dyck, 
Nachtrag p. 79 entnoinmen. 
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liebiges Azimuth einstellen; bei jedem einzelnen Versuche 1st er aber 
fest ; da die Reibung in der Hiilse jede selbstthatige Drehraig des 
Bugels hindert 

Man justiert den Apparat so, dafs die Axe AA r genau horizontal 
unter einem beliebigen Azimuth gegen den Meridian sieht, und bringt 
zunachst dureb zweckxnafsiges Verstellen der Sehrauben vv und der 
Zusatzmassen uu den Schwerpunkt ron Sehwuiigrmg und Rahmen in 



Fig. 111. 


die Verbindungslinie der Sehneiden A A', so dafs sich der bewegliche 
Teil des Apparates im neutralen Gleiehgewicht befmdet. Dann bringt 
man das Laufgewieht p auf die am unteren Ende des Rahmens be~ 
festigte Nadel und verwandelt dadurch die Neutralitat des Gleichgewichts 
in eine (geringe) Stabilitat. 

Nachdem der Sclrwungring eineu grofsen Eigenimpuls N bekommen 
hat (bei Gilbert 150 Umdrehungen in der Sekunde), beobachtet man, 
dafs sich seine Axe osciUatorisch yon der Vertikalen entfernt und naehdem 
die Oscillationen abgestorben siud, unter einer gewissen Neigung, welche 
unter anderem von detn Azimuth der Aufstellung abhangt, verharrt. 

Die Berechnung dieser Neigung und die Theorie des Versuches 
wird wieder aufserst einfach, wenn man an den Begriff des Deviations- 
wi der stan des ankniipft. 
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Qualitativ konnen wir folgendermafsen sagen: Der in einer be- 
liebigen Yertikaleben© bewegliche Schwungring befindet sich unter ganz 
ahnlichen Bedingungen wie der Schwungring im zweiten Foucaultschen 
Yersuch (s. oben unter b) oder c)); um seine Lage innerhaib der Ver- 
tikalebene oder seine Stellung gegen die rotierende Erde festzuhalten, 
ware die tFberwindung des Momentes K erforderlich, welches die 
Yerbindungsiinie der Schneiden AA! zur Axe hat. Da ein Gegen- 
moment — K nicht ausgeiibt wird, bewegt sich der Schwungring 
so, als ob ein Moment K um die genannte Axe auf ihn einwirkt. 
Dieses strebt die Figurenaxe des Schwungringes der Drehaxe der 
Erde parallel zu stellen; es lenkt also die Schwungringaxe aus 
ihrer yertikalen Anfangslage nach derjenigen Richiung hin ab ; in 
weiche sieh die Axe der Erdrotation auf die Bewegungsebene des 
Schwungringes projiziert. Aufser diesem Moment© wirkt aber jetzt 
das Moment der Schwere, welches die Figurenaxe des Schwungringes 
nach der Yertikalen zurucklenkt. Es wird mithin eine gewisse mittlere 
Lage zwischen der Yertikalen und der Projektion der Erdaxe geben, 
in welcher sich beide Drehmomente das Gleichgewicht halten und in 
welcher sich die Axe des Schwungringes demnach in Ruhe befindet. 

Um die TJberlegung nach der quantitatiyen Seite zu veryollstan- 
digen, ist es nur notig, das Moment der Schwere M einerseits und da® 
der Tragheitswirkung K andrerseits durch die an dem Apparat zu be- 
obachtenden Grofsen auszudriicfcen. 

Es sei M die Masse des Laufgewichtes p und 8 sein Abstand vom 
Schwerpunkt des Schwungringes. Bedeutet % den Winkel, den die 
Figurenaxe des Schwungringes mit der Vertikalen bildet, yon der Verti- 
kalen nach der Figurenaxe hin positiy gerechnet, so wird der Hebel- 
arm der Schwerkraft mg um die Axe der Schneiden 8 sin % und daher 
das Moment der Schwere im Sinne des Winkels % 

(10) M «= — mg 8 sin 

Bei der Bestimmnng des Deyiationswiderstande® K gehen wif wieder 
yon der Gl. (1) p. 175 an®, fiihren darin den Eigenimpul® N des 
Schwungringes ein und setzen ffir v die Komponente der Erdrotation 
nach der Bewegungsebene des Schwungringes v =* m cos X f wo X wie 
unter c) den Winkel zwischen der Erdaxe und dieser Ebene bedeutet. 
Wir erhalten so, wenn wir noch ein Glied yon der verhaltmsmafsigen 
Grofsenordnung Am/N wie oben streichen: 

K ~ — Noo cos X sin #. 

ft mifet hierbei den Winkel zwischen der Projektion der Erdaxe auf 
die Bewegungsebene des Schwungringes und der Figurenaxe des letzteren, 
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von jener nack dieser liin positiv gerecknet. In dem gleicken Sinne 
wie & wird das Moment K gerecknet. Fukren wir nock den Winbel 
ft ein, den die Projektion der Erdaxe anf die Bewegungsebene init 
der Yertikalen bildet, ebenfalls von jener nack dieser kin positiv ge- 
recknet, so kaben wir & = g + % und konnen sckreiben: 

(11) K = — Woo (cos % cos 2 sin ft + sin % cos X cos ft). 

Hier sind die Produkte cos X sin ft und cos X cos ft durck Grofsen aus- 
zudriicken, die der Messung direkter zuganglick sind als die Winkel 


X nnd ft. Wir waklen als solcke die geograpkiscke 
Breite <p des Beobacktungsortes und den Winkel a 
(< 180°), den die Bewegungsebene der Figurenaxe mit 
dem Meridian des Beobachtungsortes bildet. Auf der 
mu den Mittelpunkt des Sckwungringes besckxiebenen 
Einkeitskugel markieren wir uns (vgl. Fig. 112) ikren 
Schnittpunkt V mit der Vertikalen, ikren Sckoitt- 
punkt P mit der Parallelen zur Erdaxe und endlick 
den Punkt Q, der der Projektion der Erdaxe auf die 
Bewegungsebene des Sckwungringes entsprickt. Bas 


V 



0 

Fig. 112. 


entstekende spkariscke Dreieck PQV ist bei Q recktwinklig. Seine 


Hypotenuse betragt %/2 (p, seine Katketen sind X und ft. Der 


Winkel bei V ist gleick a . Nack der Neperscken Regel gelten die 


beiden Gleickungen: 
( 12 ) 


sin cp = cos X cos ft, 
cos # = tg 9 tg ft, 


aus welchen durck Multiplikation folgt 
(12') cos a cos 9 = cos X sin ft. 

Setzen wir die in (12) nnd (12') bestimmten Werte von cos X cos ft 

und cos A sin ft in ( 11 ) ein, so ergiebt sick 

(13) K. = — Nco (sin % sin <p + cos % cos w cos a). 

Wir konnen nun gfowokl die Gleickgewicktslage wie das Be- 
wegungsgesetz der Sckwungringaxe in emfackster Weise besiimmen. 

Im Gleidkg&wicht befindet sick die Axe des Sckwungringes, wenn 
die beiden Momente M und K einander aufkeben. Zur Bestimmung 
der Gleickgewicktslage dient daker die Gleickung M = K. Bezeichnen 
wir mit % 0 denjenigen Wert von welcker der Gleickgewicktslage ent- 
sprickt, so kaben wir nack (10) und (13) zur Bestimmung von %o 
Gleickung: 

mgd sin % 0 = Nco (sin % Q sin cp -f cos % 0 cos tp cos a) 

oder 

.V . N'co COB cp 

( ) S Xo ~~ ui g$ — JV'ro sin cp C0S a ’ 



756 


Vlll. Abschnitt B. Geophysikalische Anwendungen. 


Allgemeiner finden wir die Bewegungsgleichung der Schwimgringaxe, 
wenn wir das Produkt aus dem Tragheitsmoment der bewegten Teile 
in die Beschleunigung des Winkels # oder, was dasselbe bedeutet, des 
Winkels % gleieh der Difierenz der wirkenden Momente setzem 1st A 
das aquatoriale Tragheitsmoment des Scbwungringes und A k das Trag- 
heitsmoment des Rahjnens um die Yerbindungslinie der Schneiden, so 
komrat bei der Anderung des Winkels % die Summe A + A t -f wid 2 
in Betracbt. Die Bewegungsgleichung wird hiernach 
(A + + K- M 

oder nacb (10) und (13) 

(A + A t -f- mS 2 ) %' = — (Nay sin (p — mg 8) sin % — Noj cos «p cos cc cos %. 
Wir schreiben hierfur bequemer, indem wir die Definition von # 0 be- 
riicksichtigen: 

(15) ( A+A t + m8 2 )% r =— ]/( N co si ncp—mgdy + (No cos cp cos a) a sin (% — jr 0 ). 

Auch diese Gleichung lafst sich ersichtlich mit der Bewegungsglei- 
chung eines gewohnlichen Pendels in Parallele setzen (s. oben 61. (4 )). 
Die korrespondierende Pendellange wird nach Analogic von 61. (5) 

7 9U + A, +md*) 

y(Ni a sin qp — (Non cos ip cos a) 2 

Die Axe des Barogyroskops oseilliert also um die Gleichgewichtslage 
% Q mit derjenigen Schwingungsdauer, welche der soeben definierten 
Pendellange l entspriehi Mit Riicksicht auf die Reibung an den 
Schneiden warden die Oscillatlonen allmahlich absterben, und wird die 
schliefsliche Ruhelage mit der Gleichgewichtslage % 0 zusammenfallen. 

Die Formeln (14) und (15) legt Gilbert der Berechnung und 
Dimensionierung seines Apparates zu Grunde. Die Gilbertsche Ab- 
ieitung*) dieser Formeln ist wieder wesentlich komplicierter wie die hier 
gegebene. Wir diskutieren das Resultat in naheliegender Weise. 

Nach Gl. (14) hangt die Neigung % 0 von dem Azimuth der Auf- 
stellung ab und wird z. B. gleieh Null, wenn cc = 7t /2 ist, d. h. wenn 
die Yerbindungslinie der Schneiden AA! in dem Meridian liegt Letzteres 
folgt unmittelbar aueh daraus, dafs hei dieser Stellung des Apparates 
die Projektion der Erdaxe auf die Bewegungsebene der Schwungring- 
axe mit der Vertikaien zusammenfallt, dafs also in diesem Falle beide 
Momente M und K die Schwungringaxe gleicherweise in die Vertikale 
einzustellen bestrebt sind. TJmgekehrt wird man, um eine moglichst 

*) Vgl. die mehrfach cit. Arbeit: Memoire sur Fapplication, § XVIII, 01. (153), 
Die Resulfcate sind zusammengestellt in dem ebenfalls cit. Katalog matkem. Mo- 
delle etc. Xachtrag p. 78. 
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deutliche Ablenkung % 0 zu erhalten, die Verbmdungslinie der Schnei- 
der senkrecht gegen den Meridian richten, die Bewegnngsebene der 
Schwungrmgaxe also mit der Meridianebene zusammenfallen lassen, 
Innerbalb dieser Ebene wird die am unteren Ende des Schwungringes 
befestigte Nadel nacb Siiden oder naeh Norden abweichen, je nachdem 
dieses Ende nacb der Ausdracksweise yon p. 734 ein Sudpol oder ein 
Noxdpol ist, d. b. je nachdem die Emdrebung des Schwnngringes um 
die Nadel in dem entgegengesetzten oder in demselben Sinne erfolgt, 
wie die Erdrotation um den Nordpol der Erde. 

Im tTbrigen zeigt Grl. (14) ? dais die Starke des Ausscblages nnr 
von dem Verhaltnis mgd/Nco abhangt, nnd dafs man den starksien 
Ausschlag, namlicb einen vollen rechten Winkel, erbalten wiirde, wenn 
man dieses Verhaltnis gerade gleich sin <p wahlt. Andrerseits lehrt 
aber Grl. (15), dafs diese Wahl praktisch nicht die vorteilbafteste ist ; 
(ganz abgeseben davon, dafs die Auflagerimg des Rahmens anf den 
Sebneiden einen so grofsen Ausschlag unmoglich machen wiirde). 
Die Lange des korrespondierenden matbematiscben Pendels wiirde dann 
namlich 

^ _ g (A + A + md*) 

N<0 COS qp COS CC 

und die zugehorige halbe Scbwingnngsdauer fiir hinreicbend kleine 
Schwankungen um die Gleichgewichtslage 

% « % y — — — 

r Nco cos (p cos a 

betragen. Zum Zwecke eines ungefahren tTbersehlages moge der 
fiir die Grofse des Ausscblags giinstigste Fall cos a = 1, cosqp—l 
(Beobacbtung im Meridian unter dem Aquator) vorausgesetzi warden; 
ferner moge das Tragheitsmoment C des Schwnngringes, welches etwa 
doppelt so grofs ist, wie das aquatoriale Tragbeitsmoment A desselben, 
beispielsweise gleicb A + A t ~j~ md 2 angenommen werden. Bezeichnet 
n die Umdrehungszabl des Schwungringes in der Sekunde, so hat man 
2icGn und 

^ 2ytn<o 7 ^ 2nna 

Bei Gilbert ist (s. oben) n = 150; der Wert von m betragt in Sekum- 
den 2^/24 • 60 * 60; mithin wird 2%n& ungefabr gleicb 10/144 und 
l = 144 in, t = 12 sec. 

Diese Scbwingnngsdauer ist unerwiinscht lang, da die Beobachtung auf 
die ersten Minuten nacb Ingangsetzen des Schwungringes bescbrankt 
werden mufs und da man bereits in dieser Zeit ein Urteil aber die 
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definitive Gleichgewichtslage des Schwungringes gewinnen will. Auch 
wiirden die starken Schwankungeii der Schwungringaxe (in dem vor- 
ausgesetzten Falle betragt die Amplitude der Schwankung einen rechten 
Winkel) fur die Beobachtung der miitleren Gleichgewichtslage unbequem 
sein. Es feommt hinzu, dafs unser Wert von x xmr fiir hinreiehend 
kleine Schwingimgsamplituden gilt, dafs dagegen bei den in unserem Bei- 
spiel in Betracbt kommenden bedeutenden Amplitudes, die Schwingungs- 
dauer entsprechend langer ausfallen wiirde. Immerbin zeigt unsere 
Rechnung, dafs man die Starke der Ablenkung aus der Vertikalen 
durcb geeignete Wahl der Umsiande beliebig steigem und je nach Be- 
darf regulieren kann. 

Gilbert selbst rechnet folgendes Zahlenbeispiel: (p = 48° 50' 39", 
a «= 0°, n == 200, m = 0,79 gr, 8 = 5 cm; mii Riicksicht auf die Ab- 
messungen von Schwtmgring und Rahmen ergiebt sich 
Xo - 7° 37' 10", r = 3,76 Sek. 

Hiefbei ist also auf einen sehr grofsen Wert der Ablenkung verzichtet 
worden zu Gunsten einer Yerkleinerung der Schwingungsdauer und der 
damit zusammenhangenden bequemeren Beobachtung der schliefslichen 
Gleichgewichtslage. 

Die Gilbertsche Anordnung scbeint gegeniiber der ursprunglichen 
Foucaultschen manche Yorziige zu haben. In dem Laufgewichte p und 
seinem Abstande 8 vom Schwerpunkt des Schwungringes hat man 
gewissermafsen einen Parameter zur Yerfiigung, den man in einer fiir 
die Beobachtung gimstigen Weise wahlen kann. Indem man die Yer- 
haltnisse so einrichtet, dafs die schliefsliche Gleichgewichtslage in der 
Nahe der Yertikalen liegt, eliminiert man manche Beobachtungsfehler, 
die hei grofsen Ausschlagen auftreten wiirden. Femer werden die 
unvermeidlichen Fehler bei der Centrienmg der bewegten Massen, die 
fiir das Foucaultsehe Gyroskop sehr storend sein diirften, durch die 
absichtliche Hinzufugung des fibergewichtes p fur das Barogyroskop 
relativ belanglos. fiber die quantitative fibereinstimmung zwischen 
Theorie und Beobachtung macht indefs Gilbert ebenso wie seinerzeit 
Foucault in der mehrfach genannten Abhandlung keine naherem 
Angaben. 

Absichtlich haben wir in der vorangehenden Darstellung die wahr- 
scheinlichen Fehlerquellen und die Frage nach einer moglichen quanti- 
tativen Bestatigung starker betont, als dies in den Lehrbflchern der 
Mechanik sonst iiblich ist. Scheint doch das vorliegende Beispiel vor- 
ziiglich geeignet, zu zeigen, wie weit der W eg ist, der sich zwischen 
der gedanklichen Erfasstmg eines dynamischen Yorganges und seiner 
Realisierung durch bestimmte physikalische Apparate dehnt! 
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Foucault hatte in geistYoller Weise, mehr durch Intuition als durch 
zwingende mechanisehe ScMilsae^ das Yerhalten des rotierenden Schwung- 
rittges an der Erdoberfiache yorhergesagt. Um you da aus sein Gyroskop 
fertig 2ii steH@n ? war eine angestrengte Arbeit you acht Monaten notig. 
Trotz der aufgewandten Miihe und trotz der ungewohnlichen experimen- 
tellen Begabung Foucaults diirfte der App&rai nur gerade an derjenigen 
Greuze siehen, bei welcher sich die nachzuweisende mechanisehe Wahr- 
heit aus den Storungen und Beobachtimgsfeblerii eben herauszuheben 
beginnt. Wie mifstrauisch Foucault selbst gegen die Angaben seines 
Apparates sein zu miissen glaubte, geht aus einer Bemerkung in den 
oben cit. ^Instructions" hervor: Man diirfe nicht eher iiberzeugt sem ? 
dafs die beobachtete Ablenkung des Gyroskops wirWich in der Erd- 
drehung ihren Grand habe ? beror man nicht bei entgegengesetztem 
Umdrehungssinn des Schwungringes denselben. Sinn der Ablenkung 
erh&lten babe. Eg scheint hiernach, dais nicht einmal der Sinn der 
Ablenkung liber aHen Zweifel erhaben war; dafs die Grofse derselben 
sich mit einiger Genauigkeit riehtig ergiebt, scheint amso zweifel- 
hafter, besonders wenn def Versuch von einem weniger gewiegten 
Experimentator als Foucault gemacht wird. 

Giinstiger durften aus den oben geiiannten Grfinden (Fortfall der 
N otwendigkeit einer besonders genauen Centrierung ? Auswahl be- 
quemer Versuchsbedingungen durch geeignete Bestimmraig des tTher- 
gewichtes) die Chancen bei dem Barogyroskop stehen. Indessen ware 
auch hier mock der wirkliche experimented!!© Nachweis erforderlich, 
dafs die Fehlerquellen die Grofse der zu foeobachtenden Ablenkung 
nicht zu sehr entstellen, ein Nachweis, den wir bei Gilbert vergeblich 
suchen. 

Bei ©iner Wiederholung der Fouc&ult’schen oder Gilfaert’schen 
Yersuche wiirde man wohl jedenfalls elektromagnetischen Antrieb des 
Schwungringes emfukren und dadureh die Mifslichkeiten ausschalten, 
die aus der allmahlichen Yerlangsamung der Eigenrotation herrorgehen. 
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